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Problema 1. Determinati numerele naturale nenule a si b pentru care

a’ + b* = 2ab.

Solutie:

Daca a,b > 2, atunci a® + b* > a® 4 b* > 2ab, ultima inegalitate fiind echivalent&
cu a® — 2ab+ b* > 0, deci cu (a — b)* > 0.

Egalitate avem numai daca a — b = 0, a® = a® si b = b?, deci numai pentru
a=0b=2.

Daca a = 1, ecuatia din enunt, devine 1+ b = 2b, cu solutia b = 1. Aceeasi solutie,
a=>b=1, 0 gasim si in cazul b = 1.

In concluzie, problema are doui solutii: a=b=1gia=5b=2.

Problema 2. Fie ABC un triunghi obtuzunghic, cu m(<A) > 90°. Bisectoarele
exterioare ale unghiurilor <B gi <C intersecteaza dreptele AC', respectiv AB, in
punctele E si F. Fie P un punct oarecare al segmentului (EF) si M, N, Q
proiectiile lui P pe dreptele AC', AB, respectiv BC.

Demonstrati ca PQQ = PM + PN.

Solutie:

Sa observam mai intai ca bisectoarea exterioara a unghiului B intersecteaza AC
in exteriorul laturii, dincolo de A. Acest lucru rezulta din faptul ca m(<EBA) +
m(<<FAB) < 180°.

Fie E si FE5 proiectiile lui E pe BC', respectiv AB si fie Fy, F, proiectiile lui F
pe BC|, respectiv AC. Deoarece E se afla pe bisectoarea unghiului <ABF;, avem

PN PF
EE, = EE,; Analog, FF}, = FF,. Avem PN || EE,, de unde BE, = 5
PM EP PF PFE
Analog rezulté F_F’Q = ﬁ’ deci PN+PM = ﬁ EE2+ﬁ FFQ =
PF PE
EF rER T

Vom estima P(Q) in functie de FF; si F'F; din trapezul dreptunghic EF; F} F'.
Sa presupunem ca EFFE; < FF}, celalalt caz fiind similar. Daca F3 si F3 sunt

PE
proiectiile lui E' pe PQ, respectiv F'F}, avem PQ = QFs;+ E3P = FE| + i
PE PF PE
FgF:EEl—Fﬁ(FFl—EEl):ﬁEEl—FﬁFFl :PN+PM, ceea ce

trebuia demonstrat.
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Observatie: (Petru Braica)

Afirmatia problemei ramane valabila si daca in loc de bisectoare exterioare se con-
sidera bisectoarele interioare ale unghiurilor B si C. Demonstratia este practic
neschimbata.

Problema 3. Cate solutii (a, b, ¢, d) are in multimea numerelor intregi ecuatia

a2+62+02+d2:22017?

Solutie:

Deoarece un patrat perfect poate da numai resturile 0, 1 sau 4 la impartirea cu
8, deducem ca a, b, ¢, d trebuie sa fie numere pare. Exista, deci, numerele naturale
ay, by, cq,dy astfel ca a = 2a1, b = 2by, ¢ = 2¢1, d = 2d;. Ecuatia din enunt devine
4a? + 4b? + 4c? + 4d? = 2207 adica a? + b + ¢} + d3 = 22015,

Repetand rationamentul de mai sus, deducem ca aq, by, ¢, d; trebuie sa fie la randul
lor numere pare, deci ca exista numerele naturale as, bo, co, dy astfel ca a; = 2ao,
by = 2by, ¢; = 2¢o, dy = 2d,. Ecuatia din enunt, devine 4a3 + 403 +4c3 +4d3 = 22915,
adica a3 + b3 + ¢3 + dj = 27013,

Continuam acest procedeu pana cand ajungem la numerele a1gos, b1008, C1008, d1008
care trebuie sa verifice ecuatia a3 s + 0305 + oos + dioos = 2. Evident, doud dintre
numere trebuie sa fie egale cu 0, iar celelalte doua pot fi 1 sau —1.

Sunt sase moduri de a alege cele doua variabile care sunt egale cu 0 si cate doua
variante de a alege semnele celorlalte doua variabile, deci ultima ecuatie are 24 de
solutii. Fiecareia din aceste solutii 1i corespunde exact o solutie a ecuatiei initiale,
deci aceasta are la randul ei 24 de solutii.

Evident solutiile sunt de forma 4 21908 421008 ¢ 0,



Problema 4. O printesa locuiegte intr-un apartament format din 17 camere dis-
puse intr-un rand. Fiecare camera are o usa catre exterior si exista cate o uga intre
oricare doua camere vecine. Printesa isi petrece fiecare zi intr-o camera care este
vecina cu camera in care si-a petrecut ziua precedenta. Intr-o 71, soseste un print
dintr-o tara indepartata, hotarat sa cucereasca printesa. Majordomul 1i explica
acestuia obiceiurile printesei si 1i comunica regulile pe care trebuie sa le urmeze in
incercarea de a o peti pe printesa:

In fiecare zi printul poate alege una din usile exterioare gi bate la acea usa. Daca
printesa este in respectiva camera, ea 1i va deschide usa si in cele din urma se
va casatori cu printul. Daca printesa nu este in respectiva camera, atunci nu se
intampla nimic, iar printul va avea o noua sansa a doua zi.

Din pacate, biletul de intoarcere al printului expira dupa 30 de zile. Are printul
suficient de mult timp la dispozitie pentru a fi sigur ca o poate cuceri pe printesa?

* % %

Solutie:

30 de zile sunt suficiente. Numerotam camerele de la 1 la 17. Strategia printului
ar putea fi urmatoarea:

Printul bate in ordine la usgile camerelor: 2, 3, 4, ..., 16, apoi din nou 16, 15, ...,
2 (in ordine inversa sau nu). Cele 30 de zile s-au scurs. Sa demonstram ca printul
a batut la un moment dat la o usa in spatele careia se afla printesa.

Daca initial printesa era intr-o camera cu numar par, atunci in primele 15 zile ea se
afla in camera cu numar par atunci cand printul bate la usa unei camere cu numar
par si se afla intr-o camera cu numar impar in zilele in care printul incearca tocmai
o astfel de camera. Prin urmare, in acest caz, cei doi nu se pot petrece. Asadar, in
acest caz, daca cei doi nu s-au intalnit, inseamna ca printesa a ramas mereu intr-o
camera cu numar mai mare decat cea incercata de print si de aceeasi paritate, ceea
ce dupa 15 zile nu mai este posibil, printul fiind la uga camerei cu numar par cel
mai mare. Asa incat, daca cei doi nu s-au intalnit in primele 15 zile, rezulta ca
initial printesa a fost in camera impara. Atunci in ziua a 16 ea va fi intr-o camera
cu numar par si putem relua strategia pe care am incercat-o in primele 15 zile. De
asta data insa, printul isi va gasi printesa.



