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Problema 1. Determinati numerele reale a, b, ¢ care satisfac simultan relatiile:

a+b+ab=8, b+c+bc=15c+a+ ca=24.

X* X X

Solutie: Fie a, b, c numere reale care verifica relatiile date. Atunci 1+a+b+ab =9,
1+b+c+bc=16,1+c+a+ca =25, adica (1+a)(1+b) =9, (1+0b)(1+c) = 16,
(14¢)(14a) = 25. Inmultind aceste relatii obtinem (1+a)2(14b)2(1+¢)? = 3600,
deci (14 a)(1+0b)(1+¢) € {—60, 60}.

1 1+0b)(1 —60
e Daci (1+a)(14+b)(1+¢) = —60 obtinem 1 +q = L@+ +c) =60 _

(14+0)(1+c¢) 16
1 1 1 2
——5, deci a = ——9. Analog se obtin b = 7 §ic= __3'
4 5 3
y : (1+a)(14+0)(1+¢) 60 15
D 1 1+0)(1 = bt 1+a= - ==
e Daca (14+a)(1+4b)(1+¢) = 60 obtinem 1+a (D G i
11 1
deciazz. Analogseob’ginb:ggic:g.

Ambele triplete gasite satisfac relatiile din enunt. Asadar problema are doua
solutii:

19 17 23 . 11 7 17

—, b=——,c= =-,c=—.
5’ 3 4 5’ 3
Problema 2. Pe laturile AB gi AC' ale unui triunghi ABC' se construiesc, in
exteriorul triunghiului, patratele ABDF si respectiv ACF'G. Demonstrati ca ariile
triunghiurilor ABC' si AEG sunt egale.

* ok X

Solutie:

Fie M astfel ca AEMG sa fie paralelogram. Atunci EM = AG = AC, FA =
AB i, calculand masurile unghiurilor in jurul punctului A, m(A/ET/[ ) = 180° —
m(m) = m(B/\AC), deci triunghiurile AEM si BAC sunt congruente (LUL).

Renlti ci S(AEG) = | S(AEMG) = S(AEM) = S(ABC).
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Observatie: Afirmatia din enunt rezulta imediat daca se cunoaste formula ariei
unui triunghi in functie de sinusul unuia dintre unghiurile triunghiului:

S(AEG) AE - AG -;m(GAE) .

Dar m(@) = 180° — m(B/A\C')7 deci sin(@) = sin(B/A\C’) si atunci, folosind
ca AE = AB i AG = AC, avem

AE - AG-sin(GAE)  AB- AC -sin(BAC)

AEG) =
S(AEG) 5 5

= S(BAC).
Problema 3. Coloram fiecare numar natural nenul cu una din culorile rogu sau
albastru. Se stie ca oricare doua numere de culori diferite au suma un numar
albastru, iar produsul un numar rosu. Ce culoare are produsul a doua numere
rosii? Dar suma a doua numere rosii?

Solutia 1:

Daca toate numerele sunt colorate cu rosu atunci suma si produsul oricaror doua
numere rosii sunt tot numere rosii.

Daca exista si numere albastre, fie 1, 7o doua numere rosii arbitrare, iar a un
numar albastru. Atunci (1, + a)ry este produsul dintre numarul r; + a (care este
albastru) si numarul rosu ry, deci este numar rogu. Pe de alta parte, (r; + a)ry =
rir9 + ary este suma dintre rir, si numarul rosu ary. Daca rire ar fi albastru,
atunci adunandu-1 cu numarul rosu are ar trebui sa obtinem un numar albastru,



ori gtim ca rire 4+ arg = (r1 4+ a)ry este rogu. Prin urmare, produsul a doua numere
arbitrare rosii, r; §i ro, trebuie sa fie rosu.

Fie n este cel mai mic numar rosu. Din ipoteza si din cele demonstrate mai sus
rezulta ca n, Inmultit cu orice alt numar, fie el rogu sau albastru, da tot un numar
rosu. Asadar toti multiplii lui n sunt rosii. Cum toate numerele mai mici decat n
(daca exista) sunt albastre, un numar nedivizibil cu n se scrie kn+r, cu0 <r <n
numar albastru si kn numar rosu, deci kn + r este albastru. Prin urmare singurele
colorari care au proprietatea din enunt pot fi descrise astfel: multiplii celui mai
mic numar rosu sunt tot rosii, celelalte numere sunt albastre. Atunci este evident
ca suma a doua numere rosii este tot rogie deoarece suma a doi multipli de n este
tot multiplu de n.

Solutia 2: (Paul Tirlisan)

Fie a gi b doua numere rosgii. Presupunem ca ab este albastru. Atunci b + ab =
(a + 1)b este albastru, deci (a 4+ 1)b + b = (a + 2)b este albastru, de unde rezulta
ca in general (a + k)b este albastru oricare ar fi k natural. Pentru k = a? obtinem
ca a(a + 1)b este albastru. Cum (a + 1)b este albastru si a este rosu, rezulta ca
a(a + 1)b este rogu, contradictie. Deci ab este rogu.

Presupunem ca a + b este albastru. Atunci (@ + b) + a = 2a + b este albastru, deci
(2a + b) + a = 3a + b este albastru g.a.m.d.; In general ka + b este albastru oricare
ar fi k natural nenul. Atunci, pentru un k fixat, avem ca (ka + b) + b = ka + 2b
este albastru, apoi (ka + 2b) + b = ka + 3b este albastru si in general ka + pb este
albastru, oricare ar fi k i p naturale nenule. Pentru k = p = a obtinem ca a(a +b)
este albastru, dar din a rosu si a + b albastru rezulta a(a + b) rosu, contradictie.

Observatia 1: Raspunsul poate fi ugor ghicit gasind o colorare particulara a nu-
merelor care satisface conditiile din enunt. De exemplu, se pot colora numerele
pare cu rosu, iar cele impare cu albastru. Insd a rationa pe acest caz particular
este gregit: in principiu este posibil sa existe si alte colorari decat aceasta. (Si chiar
exista: daca n este un numar natural nenul, putem colora cu rosu toate numerele
divizibile cu n si cu albastru cele care nu sunt divizibile cu n. Evident, suma dintre
un numar divizibil cu n gi un numar care nu este divizibil cu n este un numar care
nu este divizibil cu n, in vreme ce produsul unor asemenea numere va fi divizibil
cu n; pentru n = 1 obtinem colorarea amintita la inceputul solutiei, anume cea
in care toate numerele sunt colorate cu rosu. De fapt, asa cum am demonstrat in
Solutia 1, acestea sunt singurele colorari posibile.)

Observatia 2: Colorarile de mai sus arata ca nu putem stabili culoarea produsului
sau a sumei a doua numere albastre: suma a doua numere nedivizibile cu n poate



sa fie sau sa nu fie divizibila cu n i la fel gi produsul.

Intrebarea privind produsul a doua numere rosii este problema B. 3652. din cadrul
Concursulur KoMaL, Ungaria, 2003.

Problema 4. Fie £ > 1 un numar intreg. Un operator de telefonie mobila 1i
propune fiecarui client sa aleaga k numere cu care comunicarea este gratuita (daca
o persoana A alege numarul lui B, atunci apelurile lui A catre B si cele ale lui B
catre A sunt gratuite.) Consideram un grup de n persoane.

a) Daca n > 2k + 2, demonstrati ca exista doua persoane care nu pot comunica
gratuit.

b) Daca n = 2k + 1, demonstrati ca cele n persoane pot alege numerele gratuite
astfel incat sa vorbeasca gratuit intre ele.

test prin corespondenta, Franta, 2014

Solutie: Vom spune ca o persoana A a ales o persoana B daca numarul lui B face
parte dintre numerele alese de A cu care comunicarea sa fie gratuita.

a) Deoarece fiecare persoana poate alege cel mult k alte persoane, exista cel mult
kn perechi de persoane care pot comunica gratuit. Ori numarul total de perechi

n(n—1)
2

de persoane este , (fiecare din cele n persoane este in pereche cu celelalte

n — 1, deci sunt n(n — 1) perechi, insa fiecare pereche a fost numarata de doua ori)

si n(n2— D > n(2k:2+ D > nk. Astfel, numarul total de perechi este mai mare
decat numarul de perechi care pot comunica gratuit, deci exista macar o pereche
de persoane care nu pot comunica gratuit.

b) Sa plasam cele 2k + 1 persoane pe un cerc. Fiecare persoana alege sa comunice
gratuit cu cele k persoane situate dupa ea pe cerc. Astfel fiecare persoana X va
putea comunica gratuit cu toata lumea, celelalte k persoane, cele pe care nu le-a

ales X, alegand-o ei pe X.




