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Problema 1. Se stie ca numarul N = 1001~ 1001 este numar natural. Care e cel

mai mare numar prim de doua cifre care il divide pe N7

Concursul AIME, 1983

Solutie:

Raspunsul este 61.

e Factorul prim 61 apare la puterea a treia in descompunerea in factori primi a
numaratorului. (Printre factorii 1,2,3,...,200, divizibili cu 61 sunt 61, 122 si 183
si niciunul dintre acestia nu este divizibil cu 612.) Totodata, factorul prim 61 apare
la puterea a doua in descompunerea in factori primi a numitorului: dintre factorii
1,2,3,...,100, care apar, fiecare, de cate doua ori, numai 61 este divizibil cu 61.
Prin urmare, numarul N este divizibil cu 61.

e Aratam acum ca N nu este divizibil cu niciun numar prim p de doua cifre mai
mare ca 61. Sa observam mai intai ca urmatorul numar prim, dupa 61, este 67.
Asadar 67 < p < 99. Factorul prim p apare la puterea a doua in descompunerea in
factori primi a numaratorului. (Printre factorii 1,2,3,...,200, divizibili cu p sunt
p §i 2p - cici 3p > 200 - si niciunul dintre acestia nu este divizibil cu p?.) Pe de alta
parte, factorul prim p apare tot la puterea a doua si in descompunerea in factori
primi a numitorului: dintre factorii 1,2,3,...,100, care apar, fiecare, de cate doua
ori la numitor, numai p este divizibil cu p, deoarece 2p > 100 este prea mare.) Prin
urmare, numarul N nu este divizibil cu niciun numar prim p, 61 < p < 100.

In concluzie, cel mai mare numar cu proprietatea dorita este 61.

Remarci:

n!
1. Pentru k,n € Ncu 1 < k < n, numarul

———— , care se citegte ,,combinari
K (n— k) S

. .k n . . .
de n luate cate k7 si se noteaza C) sau i) este intotdeauna numar natural si
reprezinta numarul submultimilor cu £ elemente ale unei multimi cu n elemente.

(Veti invata despre aceste numere in clasa a X-a.) Numarul N din problema este,

asadar, Ca00.

2. Pentru a arata ca N este intr-adevar numar natural, se poate folosi Formula lui
Legendre:

Exponentul, notat v,(n!), al numarului prim p in descompunerea in factori primi a
lui n! este dat de urmatoarea suma (infinita, dar in care doar primii cativa termeni

sunt nenuli)
w3 3
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Pentru a arata ca N = 1001~ 1001 € N, trebuie sa aratam ca, pentru orice numar

prim p, avem v, ((2n)!) — 2 - v,(n!) > 0, ceea ce rezultd din formula de mai sus.

Problema 2. Determinati numerele naturale a si b care verifica egalitatea

a b

_|_

=1.
b+1 a+1

Olimpiada Moldova, 2016
Solutie:
Eliminand numitorii, relatia din enunt revine la a®> +a +b*> +b=ab+a +b+ 1,
adica la a® +b?> = ab+ 1. Dacd a = 0, atunci b = 1, iar daca b = 0 atunci a = 1.
Daca a > b > 0, atunci a® > ab si b*> > 1, deci a® + b> > ab + 1, cu egalitate numai
daca a = b= 1. Analog in cazul b > a > 1.
Asadar solutiile sunt (a,b) € {(1,0), (0,1), (1,1)}.

Problema 3. Patru frati au mostenit un teren in forma unui patrulater convex.
Unind mijloacele laturilor opuse ale patrulaterului, mostenirea este impartita in
patru patrulatere. Primii trei frati au mostenit terenuri de arii 360, 720 si 900 m?.
Care este suprafata zonei mostenite de cel de-al patrulea frate?

Concursul KoMalL, problema B.3628, martie 2003

Solutie:

In demonstratie vom folosi urmatoarea lema:

Lema. Daca By si Cy sunt mijloacele laturilor (AC) si (AB) ale triunghiului ABC,
atunci aria triunghiului AB;C este un sfert din aria triunghiului ABC'.

Acest lucru rezulta din asemanarea triunghiurilor AB;C} i ABC (raportul de
asemanare fiind 1/2) sau considerand si punctul A; - mijlocul laturii (BC') si con-
statand ca liniile mijlocii impart suprafata triunghiului in 4 triunghiuri congruente.
Acest lucru il ilustam nu printr-o figura cum o facem de obicei, ci prin fotografia
unui pavaj roman din marmura datand din secolul I:
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Sa trecem acum la rezolvarea problemei.



Fie ABCD un patrulater convex, M, N, P si @ mijloacele laturilor [AB], [BC],
[CD] respectiv [DA] si {O} = MPNNQ.

Notdm cu Sy, So, S3 si Sy ariile partilor mostenite de cei 4 frati: S; = Fanog, S2 =
bQ{BNOM, Sg = WCPON §1 Sy = bQ{DQOP. Stlm ca {360, 720, 900} C {Sl, 52, 53, 54}
Deoarece NPQM este paralelogram ([NP] si [QM] sunt paralele cu [BD] si au
jumatate din lungimea acestuia), ariile triunghiurilor MON, NOP, POQ si QOM
sunt egale. Sa notam aceasta arie cu s. Folosind lema de mai sus, putem scrie ca:

1 1
S1 4+ S = damg + Doou + Depn + Dnop = Z%ABD + 5 + Z—LQ{C’BD + s =
1
ZLQ{ABCD—{—QS.

1
Analog se arata ca si So+.54 = 1 apop+2s, deci ca S1+953 = So+S4. Deducem ca

aria zonei (exprimata in metri patrati) mostenite de cel de-al patrulea frate trebuie
sa fie 360 + 720 — 900 = 180, 360 + 900 — 720 = 540 sau 720 + 900 — 360 = 1260.
In aparenta, problema are trei solutii. Dar oare sunt posible toate cele trei situatii?

1
Sa mai observam ca “apcp = S1 + Sz + Sy + 5, = 542%43(;1) + 4s, deci s =
1
3 (S1+S24 55+ .S4). Deoarece fiecare din ariile mogtenite de cei patru frati trebuie

1
sa fie mai mare ca s, deducem ca min{S, Sy, Sz, S4} > 3 (S1+ So + S5+ Sy).

In primul caz, S; + Sy + S3 + 54 = 2160 > 8 - 180, deci acest caz nu este posibil.
In cazul al treilea, S; + Sy + S5+ .5, = 3240 > 8 - 360, deci nici acest caz nu este
posibil.

Ramane cel de-al doilea caz, cel in care fratele al patrulea a mostenit o suprafata
de 540 de metri patrati.

Remarca: Scenariul din cazul al doilea se poate intr-adevar realiza.
Vom demonstra ca exista un teren in forma de patrulater convex, ABC D, pentru



care S; = 360, Sy = 720, S3 = 900 si S, = 540.
A 1
In acest caz am avea s = 3 (S1 4+ 82 + S5+ S4) = 315, apoi Hung = S1 — s = 45,

Dpnm = S — 5 =405, dopy = Sz — s = 585, Dpgp = S4 — s = 225. Deducem ca
%ABD = 4LQ{AMQ = 180, JZ{BCA = 1620, fQ{CDB = 2340 §1 %DAC = 900.

Daca notam cu R punctul de intersectie a diagonalelor patrulaterului, atunci ar
AR . «Q{ARB - %ARD . %ABD o 180 . 1 . BR -
RC ~ dons  omp  Feps 2340 13 ° RD
Farp _ Ypcr _ Fapc _ 1620 9

Gapp  Dpcr  Fapc 900 5

Orice patrulater in care diagonalele se impart una pe cealalta in raport 1 : 13,
respectiv 9 : 5, poate fi tranformat printr-o asemanare intr-un patrulater cu aria
totala 2520. Acesta are proprietatea dorita.

trebul sa avem ca

Problema 4. Am introdus 100 de mingi in 100 de cutii si nu am pus toate mingile
intr-o singura cutie (dar este posibil ca unele cutii sa fi ramas goale). Demonstrati
ca exista un numar natural k£, cu 1 < k < 100, astfel incat sa putem alege k cutii
care sa contina, impreuna, exact £ mingi.

Solutie:

Daca avem o cutie care contine o singura minge, problema este rezolvata: putem
lua k =1 si alege respectiva cutie.

Daca fiecare cutie este fie goala, fie contine cel putin doua mingi, rezulta ca exista
cel putin 50 de cutii goale. Pe de alta parte, cum exista cel putin doua cutii care
primesc mingi, va exista o cutie care sa contina cel mult 50 de mingi. Putem lua &
drept numarul mingilor dintr-o astfel de cutie, iar cele k cutii le putem alege astfel:
cutia care contine cele k mingi, plus k£ — 1 dintre cutiile goale. (Cum k& — 1 < 50,
dispunem de k — 1 cutii goale.) Aceste k cutii vor avea, impreuna, exact k mingi.



