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Problema 1. Determinati numarul natural nenul n pentru care

1:2:3-442-3-4-543:4-5-6+...+n(n+1)(n+2)(n+3)=2015(n+1)(n+2)(n+3)(n+4).
Paloma Dinculescu

Solutie:
Notand S=1-2-3-4+2-3-4-54+3-4-5-6+...+n(n+1)(n+2)(n+ 3), avem ca
5§=1-2-3-4-(5-0)4+2-3-4-5-(6—1)+3-4-5-6-(7T—2)+...+(n—1)n(n+1)(n+2) -
[(n+3)—(n—2)]+n(n+1)(n+2)(n+3)[(n+4)—(n—1)] =(1-2-3-4-5—-0-1-2-3-4)+
(2-3-4-5-6—1:2-3-4-5)+(3:4:5:6:7—2-3-4-5:6)+...+[(n—1)n(n+1)(n+2)(n+3)—
(n—2)(n—1)n(n+1)(n+2)]+[n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4) — (n—1)n(n+1)(n+2)(n+3)] =
nn+1)(n+2)(n+3)(n+4).
Pentru a vedea mai bine cum s-au redus termenii din suma de mai sus, putem fie observa
ca al treilea termen dupa fiecare termen pozitiv (cu exceptia ultimului termen pozitiv)
este chiar opusul sau, sau, eventual, putem imparti cu —1 si atunci termenii care se reduc
devin vecini:
—-58=(0-1-2-3-4—1-2-3-4-5)+(1-2-3-4-5—2-3-4-5-6)+(2-3-4-5-6—3-4-5-6-7) +
ot [(n=2)(n—=1)nn+1)(n+2)—(n—Dnn+1)(n+2)(n+3)]+[(n—)n(n+1)(n+
2)(n+3)—nn+1)(n+2)(n+3)(n+4)]=0-1-2-3-4—n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4) =
—n(n+1)(n+2)(n+ 3)(n+4), deci

n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)

S = 3 .

Prin urmare ecuatia din enunt, revine la
n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)

5
si are solutia unica n = 5 - 2015 = 10075.

=2015(n+ 1)(n+2)(n+ 3)(n + 4)

Problema 2. Determinati numerele naturale nenule z, y, z care verifica relatia xy +
Yz + zx — xyz = 3.

* k%
Solutie: Sa cautam mai intai solutii cu x < y < z. Daca x > 3, atunci 3 + zyz > zyz >
3yz > xy+yz+ zx deci egalitatea nu poate avea loc. Asadar trebuie ca x = 1 sau x = 2.
Daca x =1, ajungem la y + yz + 2z —yz = 3, adica lay + 2z = 3, cu solutiay = 1, z = 2.
Daca x = 2, relatia din enunt, revine la 2y +yz+2z —2yz = 3, adicala (y—2)(z —2) = 1,
cu solutia y = z = 3.
Tratand si celelalte ordini posibile ale variabilelor z, y, z obtinem in final solutiile:
(1,1,2), (1,2,1), (2,1,1), (2,3,3), (3,2,3) si (3,3,2).

Problema 3. Punctul L de pe latura (BC) a unui triunghi ABC' are proprietatea ca
AL =2CM, unde M este mijlocul laturii (AB). Stiind ca masura unghiului ZALC' este

de 45°, demonstrati ca dreptele AL si C'M sunt perpendiculare.
Turneul Oraselor, 2014
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Solutie:

Fie N mijlocul lui (AL). Atunci AN = NL = CM. Pe de alta parte, M N este linie
mijlocie in triunghiul ABL, deci M N || LB. Rezulta ca patrulaterul CN M L este trapez
(eventual paralelogram). In plus, diagonalele acestuia sunt congruente, deci CNM L
este trapez isoscel (eventual dreptunghi). Din congruenta (LLL) a triunghiurilor CM L
si LNC rezulta atunci ca m(ZMCL) = m(LNLC) = 45°. Notand {O} = ALNCM,
obtinem din triunghiul COL ca m(ZCOL) = 90°, adica AL L C'M.

A

Problema 4. Un numar natural n se numeste fidel daca exista numerele naturale
a<b<castfel incat a|b, b|c st a+b+c=n.

a) Demonstrati ca existd un numar finit de numere naturale care nu sunt fidele.

b) Aflati suma tuturor numerelor naturale care nu sunt fidele.

Olimpiada India, 2011

Solutie: (Dan Schwarz, pe AoPS)

Daca n este impar, atunci n se scrie n = 2k +1 =1+ 2+ 2(k — 1), deci este fidel daca
k> 3.

24 = 16 este fidel deoarece 16 =1+ 3+ 12 =1+ 5+ 10.

Daca n este fidel, atunci, evident, orice multiplu al lui n este fidel; putem scrie mn =
m(a+ b+ c¢) = ma+ mb+ me.

Prin urmare, singurele numere care ar putea sa nu fie fidele sunt n = 0 si cele de forma
n=202k+1),cul=0,1,2s k=0,1,2, adica

ne{0,1,2,3,4,5,6,8,10,12,20, 24,40}

Deoarece 10 = 1+ 3+ 6 este fidel, rezulta ca la fel sunt si 20 si 40. Dat fiind ca un numar
fideln=a+b+c>14+2+4=7,rezulta ca 1,2, 3,4,5,6 nu sunt fidele. Mai raman in
dubiu doar numerele 8,12 si 24, pentru care o simpla verificare arata ca nu sunt fidele.

In concluzie, suma numerelor care nu sunt fidele este 0+1+243-+4+5+6-+8+12+24 = 65.



