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Problema 1. Daca a, b, ¢ sunt numere naturale distincte, atunci se noteaza cu d
cel mai mare divizor comun al acestora. Determinati cea mai mare valoare pe care
o poate lua numarul d in cazul in care a + b + ¢ = 2015.

Concursul Ndboj, Cehia si Slovacia, 2015

Solutie:
Fie a, b, c numere naturale distincte cu suma 2015, iar d cel mai mare divizor
comun al celor trei numere. Atunci a = dx, b = dy, ¢ = dz, cu x, y, z numere

naturale distincte. Trebuie ca d(z + y + z) = 2015, deci trebuie ca d sa il di-
2015

vida pe 2015. Dar z, y, 2, fiind distincte, sunt cel putin 0,1 si 2, deci d < —3
Cel mai mare divizor al lui 2015 = 5 - 13 - 31 care are aceasta proprietate este
d=13-31 =403. In acest caz x +y + z = 5. De exemplu, z, y, z ar putea fi 0, 1,
respectiv 4, deci a = 0, b = 403, ¢ = 1612 este un exemplu care arata ca valoarea
403, teoretic maxima, este intr-adevar atinsa.

Problema 2. Fie a,b si ¢ numere reale astfel incat |[a — b| > |c|, |b — | > |a
si |¢ —a| > |b]. Demonstrati ca unul dintre numerele a, b si ¢ este egal cu suma
celorlalte doua numere.

test Franta pentru juniori, 2015

Solutia 1:

Relatiile date sunt simetrice in variabilele a, b, c. In plus, relatiile nu se modifica
daca schimbam simultan semnele tuturor variabilelor. Putem astfel sa restrangem
studiul la cazurile:

I. toate variabilele nenegative si

II. doua variabile sunt nenegative iar cea de-a treia negativa.

Din simetrie, putem presupune a > b > ¢, astfel ca vom avea de studiat cazurile:
IL.a>b>c>0sill.a>b>0>c.

Vom demonstra ca in ambele cazuri avem b = a + c.

e Daca a > b > ¢ > 0, relatia a doua devine b—c¢ > a, dar cum b > b—c>a > b,
deducem ca trebuie sa avem egalitate in toate aceste inegalitati, deci b —c = a, de
unde b = a + ¢. (Rezulta i ca b=5b— ¢, adica ¢ =0, gi cd a = b.)

e Daca a > b > 0 > ¢, atunci primele doua relatii devin a —b > —cgi b — ¢ > a,
adica b < a + ¢, respectiv b > a + ¢, de unde b = a + c.

Solutia 2: (cu ,,calcul prescurtat”; urmeaza sa faceti)

Relatiile din enunt, se scriu echivalent, prin ridicare la patrat, (a — b)? — ¢ > 0,
(b—c)2—a*>>0, (c—a)®—b*>0, adica
(a=b+c)la=b—c)>0,(b—c+a)b—c—a)>0,(c—a+b)(c—a—0>)>0.
Inmultind aceste inegalititi, obtinem —[(a+ b —¢)(b+ ¢ —a)(c+a — b)]> > 0.
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Cum pe de alta parte, orice patrat este un numar nenegativ, rezulta ca
(a+b—c)(b+c—a)(c+a—0b) =0, ceea ce arata ca unul dintre numere trebuie
sa fie suma celorlalte doua.

Problema 3. Fie AA’, BB, CC’ inal{imile triunghiului ABC. Aratati ca tri-
unghiul determinat de ortocentrele triunghiurilor AB'C’, A’BC" gi A'B'C este
congruent cu triunghiul A’B’'C".

Turneul oraselor, 2001

Solutie:

Fie H, Hy, Hp $i Ho ortocentrele triunghiurilor ABC', AB'C’, A’BC’, respectiv
A'B'C. Atunci A'He || B'H (sunt ambele perpendiculare pe AC) si B'He || A’H
(ambele sunt perpendiculare pe BC). Rezulta ca A’HB'H¢ este paralelogram.
Analog se arata ca si BHC'H, si C"HA'Hg sunt paralelograme. Atunci A’He ||
HB' || C"Hy st AAHe = HB' = (C'Hy, deci si AHoHAC" este paralelogram.
Rezulta ca HyHo = C'A’. Analog rezulta si HgHa = A'B’ si HoHg = B'CY, deci
triunghiurile HaHpHc si A’B'C’ sunt congruente (LLL).
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Observatie: Segmentele [AH 4|, [BHg|, [C H¢| au acelasi mijloc, iar triunghiurile
H HpHc si A’ B'C’ sunt simetrice fata de acesta.



Ca un exercitiu suplimentar, va propunem sa demonstrati ca dreptele AH4, BHp
si C'He sunt concurente in centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Problema 4. Pacala si Tandala gi-au primit salariul anual in bancnote de 13 lei.
La un restaurant, Pacala a comandat 9 felii de paine, 10 pahare de suc si 7 carnati,
iar Tandala a comandat 5 felii de paine, 7 pahare de suc si un carnat. Preturile
unei felii de paine, unui pahar de suc si a unui carnat se exprima prin cate un
numar intreg de lei. Aratati ca daca Pacala isi poate plati comanda cu un numar
intreg de bancnote fara a primi rest, atunci si Tandala poate face acelasi lucru.

Olimpiada Moldova, 1998

Solutie:

Sa presupunem ca Tandala ar fi comandat de 6 ori mai mult, adica 30 de felii de
paine, 42 de pahare de suc si 6 carnati. impreuné cu Pacala, el ar i comandat 39
de felii de paine, 52 de pahare de suc si 13 carnati. Cum toate aceste cantitati sunt
divizible cu 13, totalul ar fi putut fi platit cu un numar intreg de bancnote de 13
lei. Dar si comanda lui Pacala poate fi platita exact cu bancnote de 13 lei, deci
si cantitatea care reprezinta de 6 ori comanda lui Tandala poate fi, si ea, platita
exact cu bancnote de 13 lei. Cum 6 si 13 sunt prime intre ele, daca 6z este divizibil
cu 13 atunci §i « (cantitatea comandata de fapt de Tandala) este divizibil cu 13,
adica poate fi platit cu un numar intreg de bancnote de 13 lei.



