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10 mai 2023

1. Fie ABC un triunghi astfel incat CAB < ABC < BOA < 90°. Fie w cercul
circumscris triunghiului ABC, 7, cercul cu centrul in A gi de raza AC si v, cercul
cu centrul in B si de raza BC. In fine, fie D punctul de intersectie, diferit de C,
dintre cercurile w si 7, iar £ punctul de intersectie, diferit de C'; dintre cercurile
Ya S1 Y. Demonstrati ca punctele A, D gi E sunt coliniare.

2. Anna si Baptiste joaca urmatorul joc. La Inceputul jocului cei doi jucatori
au 1n fata lor 2022 de patratele albe, numerotate de la 1 la 2022. Apoi, cei doi
jucatori alterneaza la mutare, prima fiind Anna. Jucatorul aflat la mutare alege
unul dintre patratelele albe si il coloreaza cu una din doua culori, rogu sau albastru,
la alegere. Jocul se termina dupa 2022 de mutari, atunci cand toate patratelele au
fost colorate.

Scorul lui Anne este egal cu numéarul de numere naturale a, cu 1 < a < 2019,
pentru care patratelele a si a + 3 au aceeasi culoare. Anna doreste ca scorul ei sa
fie cat mai mare posibil, iar Baptiste doreste ca scorul Annei sa fie cat mai mic.
Care este cel mai mare scor pe care Anna gi-1 poate asigura indiferent de modul in
care va alege Baptiste sa mute?

3. Determinati toate numerele naturale nenule n pentru care exista un multiplu
al lui 222 pentru care suma patratelor cifrelor sale este n.

4. Fie n > 1 un numar natural. Bosphore a scris pe tabla de n ori numarul 2.
Apoi, el efectueaza, de n — 1 ori, succesiv, urmatoarea operatie: alege doua numere
scrise pe tabla, le numeste a si b, le sterge de pe tabla, apoi scrie pe tabla numarul

ab+1 o y y : Co N
5 La sfarsit el noteaza cu x numarul scris pe tabla dupa cele n — 1 operatii
. . n+3
si cu y numarul .
n

a) Demonstrati ca x > y.

b) Demonstrati ca exista o infinitate de numere naturale n > 1 pentru care avem
x >y, indiferent de modul in care Bosphore alege sa faca operatiile.

¢) Demonstrati ca exista o infinitate de numere naturale n > 1 pentru care
Bosphore poate face in asa fel incat = = y.

Timp de lucru: 4 ore



Solutii:

1. Fie ABC un triunghi astfel incat CAB < ABC < BCA < 90°. Fie w cercul
circumscris triunghiului ABC, 7, cercul cu centrul in A gi de raza AC si v, cercul
cu centrul in B si de raza BC. In fine, fie D punctul de intersectie, diferit de C,
dintre cercurile w si 7, iar E punctul de intersectie, diferit de C'; dintre cercurile
Ya S1 Y. Demonstrati ca punctele A, D gi E sunt coliniare.

Solutia 1:

Fie E’ al doilea punct de intersectie al dreptei AD cu cercul ~,. Vrem sa aratam
ca ' =FE.

Deoarece subintind coardele egale BC' si BD in cercul w, unghiurile <BAC' si
<BAD sunt congruente. Din ADBC' inscriptibil si BD = BE' (raze) rezulta ca
<BE'A = <BDFE' = 180° — <BDA = <BCA. Deducem ca triunghiurile AE'B
si AC'B sunt congruente (ULU), deci AE" = AC, ceea ce arata ca E' € v, N7 si,
cum E' # C, rezulta E' = E si concluzia.

Solutia 2: (oficiala)
Prin constructie, C'E este axa radicala a cercurilor 7, si 7, deci C si F sunt
simetrice fata de AB. In plus, stim ca BC' = BD = BE. Observam ca

BAE = CAB = CDB = BCD = DAB,

ceea ce arata ca D, A si E sunt coliniare.
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2. Anna si Baptiste joaca urmatorul joc. La inceputul jocului cei doi jucatori
au 1n fata lor 2022 de patratele albe, numerotate de la 1 la 2022. Apoi, cei doi
jucatori alterneaza la mutare, prima fiind Anna. Jucatorul aflat la mutare alege
unul dintre patratelele albe si il coloreaza cu una din doua culori, rogu sau albastru,
la alegere. Jocul se termina dupa 2022 de mutari, atunci cand toate patratelele au
fost colorate.

Scorul lui Anne este egal cu numarul de numere naturale a, cu 1 < a < 2019,
pentru care patratelele a si a + 3 au aceeasi culoare. Anna doreste ca scorul ei sa
fie cat mai mare posibil, iar Baptiste doreste ca scorul Annei sa fie cat mai mic.
Care este cel mai mare scor pe care Anna si-1 poate asigura indiferent de modul in
care va alege Baptiste sa mute?

Solutie:

Vom arata ca Anna poate obtine mereu 1008 puncte dar nu mai multe.

Pentru o mai buna vizualizare a jocului, sa reprezentam patratelele sub forma
unui dreptunghi cu 674 de linii i 3 coloane, patratelele fiind numerotate de sus
in jos si de la stanga la dreapta (pe prima linie, de la stanga la dreapta, sunt
patratelele 1, 2 si 3). Cu aceasta reprezentare, Anna primeste un punct pentru
fiecare pereche de patratele care au aceeasi culoare si sunt situate una deasupra
celeilalte (asta Inseamna acum ca numerele lor difera prin 3). Pe fiecare coloana
avem 674 de patratele separate de cate 673 de segmente orizontale (laturi comune a
doua patratele vecine pe verticala). Anna primegte un punct pentru fiecare aseme-
nea segment care separa doua patratele de aceeasi culoare.

Sa aratam, mai intai ca Anna poate mereu obtine 1008 puncte.

Jocul consta din 2022 de mutari, iar Anna face 1011 dintre ele. Cu exceptia
mutarilor in care ea incepe o coloana care pana atunci era complet alba, ea poate
obtine la fiecare mutare cate un punct colorand cu o culoare convenabila un patratel
alb care are un vecin deja colorat. Sunt cel mult trei mutari la care Anna nu poate
obtine niciun punct, cate o mutare pentru fiecare coloana (printre acestea, prima
mutare). Asadar, Anna poate intotdeauna obtine cel putin 1008 puncte.

Pentru a vedea ca Anna nu isi poate asigura mai mult de 1008 puncte, vom prezenta
strategia lui Baptiste prin care o limiteaza pe Anna la 1008 puncte. Dupa fiecare
mutare a Annei el va alege, in coloana in care Anna a efectuat ultima ei mutare, un
segment orizontal care separa un patratel alb de unul colorat si va colora patratelul
alb cu o culoare diferita de cea a vecinului sau. Dupa fiecare mutare a lui Baptiste,
in fiecare coloana ramane un numar par de ptratele albe, deci Baptiste va avea
mereu o mutare precum cea descrisa mai sus. (El este cel care va colora pe fiecare
coloana ultimul patratel alb al acesteia.) Fiecare din cele 1011 mutari ale lui Bap-
tiste reduce cu 1 numarul de segmente orizontale care 1i pot aduce puncte Annei.
Din cele 2019 segmente orizontale, numai 2019 — 1011 = 1008 1i pot aduce puncte
Annei, deci aceasta stratgie a lui Baptiste o limiteaza pe Anne la 1008 puncte.

Este problema C1 din ShortList JBMO 2022, vezi si AoPS.


https://artofproblemsolving.com/community/c6h3099026p28018732

3. Determinati toate numerele naturale nenule n pentru care exista un multiplu
al lui 222 pentru care suma patratelor cifrelor sale este n.

Solutie:

Vom demonstra ca orice numar natural nenul diferit de 1, 2, 4, 5 gi 7 poate fi suma
patratelor cifrelor unui multiplu al lui 222, in timp ce niciunul din cele cinci numere
de mai sus nu poate fi suma patratelor cifrelor unui multiplu de 222.

Observam ca 1110 este multiplu de 222, astfel ca 222 | + — 222 | 10000z + 1110,
ceea ce arata ca, scriind in continuarea cifrelor unui multiplu, x, al lui 222 grupul
1110 obtinem un nou multiplu de 222, care are suma patratelor cifrelor cu 12 +
12 4+ 12 + 0% = 3 mai mare decat z.

Astfel, daca n poate fi suma patratelor cifrelor unui multiplu al lui 222, atunci si
n + 3 poate fi.

e Deoarece 1110 este un multiplu de 222 care are suma patratelor cifrelor egala
cu 3, cu observatia de mai sus, inductiv rezulta ca orice multiplu nenul al lui 3
poate fi suma patratelor cifrelor unui multiplu de 222. Putem scrie chiar explicit:
numarul format din & grupe de 1110 (4k cifre in total) este multiplu de 222 si are
suma patratelor cifrelor egala cu 3k.

e Deoarece 12210 = 222 - 55 este un multiplu de 222 care are suma patratelor
cifrelor egala cu 10, cu observatia de mai sus, inductiv rezulta ca orice orice numar
n > 10 care da rest 1 la impartirea la 3 poate fi suma patratelor cifrelor unui mul-
tiplu de 222. Putem scrie chiar explicit: numarul format din 12210 urmat de k — 3
grupe de 1110 (4k — 7 cifre in total) este multiplu de 222 si are suma patratelor
cifrelor egala cu 3k + 1.

e Deoarece 12210 = 222 - 55 este un multiplu de 222 care are suma patratelor
cifrelor egala cu 10, cu observatia de mai sus, inductiv rezulta ca orice orice numar
n > 10 care da rest 1 la impartirea la 3 poate fi suma patratelor cifrelor unui mul-
tiplu de 222. Putem scrie chiar explicit: numarul format din 12210 urmat de k — 3
grupe de 1110 (4k — 7 cifre in total) este multiplu de 222 si are suma patratelor
cifrelor egala cu 3k + 1.

e Deoarece 112110 = 222 - 505 este un multiplu de 222 care are suma patratelor
cifrelor egala cu 8, cu observatia de mai sus, inductiv rezulta ca orice orice numar
n > 8 care da rest 2 la impartirea la 3 poate fi suma patratelor cifrelor unui multi-
plu de 222. Putem scrie chiar explicit: numarul format din 112110 urmat de k£ — 2
grupe de 1110 (4k — 2 cifre in total) este multiplu de 222 si are suma patratelor
cifrelor egala cu 3k + 2.

Sa aratam ca suma patratelor cifrelor nu poate fi 1, 2, 4, 5 sau 7.

Analizand scrierile posibile ale acestor numere ca suma de patrate nenule avem:
1=122=1"4+124=124+124+124+12=22 5 =124+ 12+ 124+ 12+ 12 = 12 4 22
si7=124+...12 =12 + 12+ 12 + 22. Putem deduce de aici care ar trebui sa fie
cifrele nenule ale numarului. Suma cifrelor ar putea fi 1, 2, 3, 4, 5 sau 7. Dar 222
este multiplu de 3, deci singura varianta care mai trebuie exclusa este cea in care



numarul are un 1, un 2 si in rest 0-uri, adica un numar de forma 107 + 2 - 10™, cu
j # m. Dar 10 = 103 (mod 111) implicd 107 +2-10™ = 10°+2- 10" (mod 111),
unde s i ¢ sunt resturile la impartirea cu 3 ale lui j, respectiv m. Analizand cele
9 cazuri constatam ca niciunul dintre ele nu conduce la un multiplu de 111.

Comentariu: Cu observatia potrivit careia daca n este bun atunci si n + 3 este
bun, trebuie sa determinam cel mai mic numar bun in fiecare din cazurile 3k, 3k+1
si 3k + 2. Daca pentru 3k numarul 1110 se gaseste ugor (de altfel el este esential
pentru observatie), cum ajungem sa gasim multipli de 222 cu suma cifrelor 8, re-
spectiv 107 Aga cum am analizat mai sus cazurile 1, 2, 4, 5 i 7, vedem cum se
pot scrie 8, respectiv 10, ca suma de patrate astfel ca suma cifrelor sa fie divizibila
cud. Gasim 8 =1'+12+12+12+22. cul+1+1+1+2 =6, multiplu de 3,
respectiv 10 = 12+ 12422422 cu 1+1+2+2 = 6, multiplu de 3. Deci, daci e sa
gasim un multiplu de 222 cu suma cifrelor 8, respectiv 10, stim ce cifre nenule tre-
buie sd aiba. A doua observatie importanta este ca 10 = 103 (mod 111) implica
Ay - - - azagarag = (ap+asz+...)+(a;+as+...)- 10+ (ag+as+...)-100 (mod 111),
deci ar fi suficient ca ag+as+... =ay+ag+... = as+as+.... Acest lucru este
posibil grupand cifrele in trei grupe cu suma 2 fiecare: 14+1 =141 = 2, respectiv
1+1=2=2 Inplus, pentru ca numsrul si fie par, alegem {ag,a3} = {0,2} in
ambele cazuri.

Este o varianta a problemei N6 din ShortList JBMO 2022, vezi si AoPS.

4. Fie n > 1 un numar natural. Bosphore a scris pe tabla de n ori numarul 2.
Apoi, el efectueaza, de n — 1 ori, succesiv, urmatoarea operatie: alege doua numere
scrise pe tabla, le numeste a si b, le sterge de pe tabla, apoi scrie pe tabla numarul

ab+1 A < < : < v y
5 La sfarsit el noteaza cu x numarul scris pe tabla dupa cele n — 1 operatii
. . n+3
si cu y numarul .
n

a) Demonstrati ca x > y.

b) Demonstrati ca exista o infinitate de numere naturale n > 1 pentru care avem
x >y, indiferent de modul in care Bosphore alege sa faca operatiile.

¢) Demonstrati ca exista o infinitate de numere naturale n > 1 pentru care
Bosphore poate face in asa fel incat = = y.

Solutie: (oficiala)
In continuare, notam cu z,, cel mai mic numar real la care poate ajunge Bosphore

. . /n+3 s
pornind de la n numere egale cu 2 si notam cu y, = . Trebuie sa demon-
n

stram ca x, > y,, cu egalitate pentru o infinitate de n-uri si inegalitate stricta
pentru o infinitate de n-uri. Studiind ce se intampla pentru valori mici ale lui n,


https://artofproblemsolving.com/community/c6h3099045p28018832

intuim urmatoarea proprietate:

P(n) : ,inegalitatea x,, > v, este adevarata si avem x,, = y,, daca gi numai daca n
este putere a lui 2.”

Reciproc, fie u si v ultimele numere sterse de Bosphore inainte de a scrie pe tabla
numarul z. Daca Bosphore vrea sa obtina un x cat mai mic, el are interesul de a
face u si v cat mai mici. Prin urmare, daca sunt k£ numere de 2 care, prin rescrieri,
au condus la aparitia lui v pe tabla si sunt £ numere de 2 care au condus la aparitia
lui v, Bosphore va face astfel incat u = x si v = x, Asta Inseamna ca x,, este cel
mai mic dintre numerele

\/xll“nl‘i‘l \/l’2$n2+1 Tp_1r1 + 1
5 5 UARY. 5 )

Vom demonstra asadar P(n) prin inductie dupa n > 1.
Mai intai, x; = 2 = yy, deci P(1) este adevarata.
Apoi, daca P(1), P(2), ..., P(n — 1) sunt adevarate, avem xj > vy si Ty > yy

. . e ulu o Jxpxe+1
pentru orice 1 < k,/ < n — 1 g vrem sa aratam ca % > yn. Pentru
: NV +1 .
aceasta este suficient sa aratam ca % > 1, adicd yrye > 22 — 1.

Dacd notam A = y2y? — (2y2 — 1)?, constatam ca

KOk +02?A = (k+3)(0+3)(k+£)* — kl(k + (+6)
=3(k+{+3)(k+0)*>—121(k + £+ 3)
= 3(k + £+ 3)(k* + 2kl + (% — 4k0)
= 3(k+ 0+ 3)(k—0)

Asta ne arata cd A > 0, deci xzp > ypye > 29> — 1. In plus, egalitatea are loc
daca gi numai daca xp = yg, v» = yr st A = 0, adica atunci cand k = ¢ este o
putere a lui 2. Deducem ca inegalitatea z,, > y, este adevarata, cu egalitate daca
si numai daca n este o putere a lui 2.

In concluzie:

a) Oricare ar fi n, exista doua numere naturale nenule k gi £ = n — k pentru care

b) Daca n nu este o putere a lui 2, k si £ nu sunt ambele egale cu o aceeasi putere

) . - s . +1 e
a lui 2, deci una din inegalitatile xi > yi, ¢ > yp si % > v, este stricta,

astfel ca x, > y,.

wim +1 ?/721/2 + 1
c¢) Daca n este o putere a lui 2, inegalitatea z,, < — =\ Ty =¥

arata ca x,, = y,.

Este problema A5 din ShortList JBMO 2022, vezi si AoPS.


https://artofproblemsolving.com/community/c6h3099022p28018722

