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1. Martin a scris pe tabla perechea (1011,1012). Apoi, la fiecare minut, daca pe
tabla este scrisa perechea (a,b), el sterge perechea de numere scrisa pe tabla si o
inlocuiegte, la alegere, cu una din perechile (b,a), (b+ 1,a — 1) sau (b — 2,a + 2),
cu singura conditie ca numerele scrise sa fie ambele naturale. Care sunt perechile
pe care Martin le poate scrie pe tabla dupa un numar finit de asemenea operatiuni?

2. Fie A,B,C,D si F cinci puncte situate pe un cerc  astfel incat C'D este
paralela cu BE si AB este paralela cu DE. Fie X,Y si Z mijloacele segmentelor
[BD], [CE], respectiv [AE]. Demonstrati ca dreapta AE este tangenta cercului
circumscris triunghiului XY 7.

3. Fie x,y, z numere reale pozitive astfel incat xy + yz + zx = 3. Aratati ca

3 3 3 + VY +Vz)?
r+3 y+3 =+ Jr3227_(\/5 VI T+ V7
y+z z+x z+y (x+y+2)?

4. Fie n > 3 un numar natural. Pentru fiecare pereche de numere prime (p, q)
cu p < g < n, Morgane a scris pe tabla suma p + ¢. Ea a notat apoi cu P(n)
produsul tuturor acestor sume. De exemplu, P(5) = (24 3)-(2+5)-(3+5) = 280.
Determinati toate numerele n > 3 pentru care n! divide P(n).

Nota: Daca doua sume p + ¢, formate pornind de la doua perechi diferite, sunt
egale, Morgane le scrie pe tabla pe amandoua. De exemplu, daca n = 13, ea scrie
pe tabla si 3413 si 5+ 11.

Timp de lucru: 4 ore



Solutii:

1. Martin a scris pe tabla perechea (1011,1012). Apoi, la fiecare minut, daca pe
tabla este scrisa perechea (a,b), el sterge perechea de numere scrisa pe tabla si o
inlocuiegte, la alegere, cu una din perechile (b,a), (b+ 1,a — 1) sau (b — 2,a + 2),
cu singura conditie ca numerele scrise sa fie ambele naturale. Care sunt perechile
pe care Martin le poate scrie pe tabla dupa un numar finit de asemenea operatiuni?

Solutie:

Niciuna dintre operatiuni nu schimba suma numerelor scrise pe tabla, deci Martin
nu poate scrie decat perechi de forma (a,2023 — a), cu 0 < a < 2023.

Vom demonstra ca Martin poate obtine toate aceste perechi.

Deoarece de la o pereche (a,b) Martin poate obtine direct perechea (b,a), este
suficient sa demonstam ca el poate obtine perechile (a,2023 —a) cu 0 < a < 1011.
In fine, dacd Martin porneste de la o pereche (a,b), el poate scrie (b+ 1,a — 1) si
apoi (a — 1,b+ 1), deci, prin inductie dupa k > 0, rezulta ca el poate obtine orice
pereche de forma (1011 — k&, 1012+ k), cu 0 < k£ < 1011, adica toate perechile (a, b)
cul<a<bsia+b=2023.

In concluzie, perechile pe care le poate scrie Martin sunt exact cele de forma
(a,2023 —a), cu 0 < a < 2023.

2. Fie A,B,C,D si F cinci puncte situate pe un cerc ) astfel incat C'D este
paralela cu BE si AB este paralela cu DE. Fie XY si Z mijloacele segmentelor
[BD], [CE], respectiv [AE]. Demonstrati ca dreapta AE este tangenta cercului
circumscris triunghiului XY Z.

problema G1 din ShortList JBMO 2022

Solutia 1:

Fie O centrul cercului 2. Deja din momentul in care desenam cercul I' circumscris
triunghiului XY 7, constatam ca acesta pare a fi tangent dreptelor BD, C'E si AE,
in vreme ce centrul sau pare sa coincida cu O. Vom demonstra ca, intr-adevar,
OX = OY = OZ, ceea ce ne va permite sa conchidem ca OZ este raza a lui I si
ca dreapta AE, care este perpendiculara pe ea, este tangenta la I'.

Ori, dac?gnotém cu R raza (Q:ercului I', teorema 12ui Pitagora ne arata cad OX? =
RQ—Bf ,OYQZRQ—CE §iOZQIR2—AE
BD =CFE = AFE.

Deoarece C'D este paralel cu BE, iar trapezul BC D E este inscris in cercul €2, acest
trapez este isoscel, astfel ca BD = C'E. Analog, AB || DE arata ca ABDE este

trapez isoscel, deci concluzionam, asa cum ne-am dorit, ca AE = BD.

. Trebuie, agadar, sa aratam ca



Solutia 2:

Iata o alta maniera de a ajunge la BD = CE = AE. Acestea sunt echuivalente
cu egalitatile de unghiuri <BOD = <COFE = <FOA. Paralelismul dreptelor C'D
si BE arata atunci ca <BOD = 2<BED = 2(180° — <£DC) = <COE, in
vreme ce paralelismul dreptelor AB si DE arata ca avem, aga cum am anticipat,
<FEOA =2<gFDA =2<1BAD = <BOD.

Este problema G1 din ShortList JBMO 2022, vezi pe AoPS.
Vezi si problema 1 de la barajul 1 din Bulgaria, o reciproca a acestei probleme.

3. Fie z,y, z numere reale pozitive astfel incat xy + yz + zz = 3. Aratati ca

2
x—|—3+y+3+z+3+3>27' (Ve + Y+ V2)
y+z z+x z+y (x+y+2)?

Solutia 1:
Sa notam cu s = r+y+ 2z, cu L respectiv R numerele din membrul stang, respectiv
drept, ai inegalitatii de demonstrat. Putem rescrie L ca fiind

+3 +3 +3 1 1 1
L:(x +1> + (y +1> + (z +1):(s+3)< +— )
y+=z z+x T4y r+y yt+z z+w

Din inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz (forma Titu Andreescu) sau din
inegalitatea dintre media armonica si media aritmetica a numerelor x + ¥y, y + z,

3
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z + x avem ca

1 1 1 9
+ + > ,
r+y y+z z+xz " 2x+y+2)
9 3
deci L > %
s
Apoi, inegalitatea dintre media aritmetica si cea patratica aplicatd numerelor /z,

VY, V% arata ca

S
Z>
3 2

VI+ T+ VEY

5 :
, sl
Astfel, (v +y++2)? <3(x+y+2)=3s §1R§§.

Pentru a demonstra ci L > R este suficient si aratdm cd 9(s+3)s? > 81-2s, adici
s(s 4+ 3) > 18, ceea ce rezulta din s > 3. Acest fapt rezulta din

=2 4y + 22 4 2wy +yz + 2x) > 3(ay +yz + 2x) = 9.

Solutia 2:
De asta data folosim pe de-o parte inegalitatea lui Nesbitt:
x Z 3
+ 24 > =
y+z z4+zx x4y 2

si pe de alta parte inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz (forma Titu An-
dreescu):

1 1 1 9
+ + > o
y+z z4+x xT4+y  2s
3 3-9 9 3
Astfel, L > 5 + 55 +3= % De aici se finalizeaza ca la solutia 1.
s s

Este problema A2 din ShortList JBMO 2022, vezi pe AoPS.

Vezi si problema 2 de la barajul 1 din Bulgaria (cu solutie), o varianta a acestei
probleme. Problema A2 a fost data si la barajul 1 din Azerbaidjan.

4. Fie n > 3 un numar natural. Pentru fiecare pereche de numere prime (p, q)
cu p < g < n, Morgane a scris pe tabla suma p + ¢. Ea a notat apoi cu P(n)
produsul tuturor acestor sume. De exemplu, P(5) = (243)-(2+5)-(3+5) = 280.
Determinati toate numerele n > 3 pentru care n! divide P(n).

Nota: Daca doua sume p + ¢, formate pornind de la doua perechi diferite, sunt
egale, Morgane le scrie pe tabla pe amandoua. De exemplu, daca n = 13, ea scrie
pe tabla si 34+ 13 si 5+ 11.

Solutie:
Fie n un numar cu proprietatea din enunt, si fie r cel mai mare numar prim astfel
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incat r > n. Deoarece r divide n!, r il divide si pe P(n), deci exista doua numere
prime p si q astfel incat p < g < n si r divide p 4+ ¢. Din maximalitatea lui r stim
cap+q < 2r, astfel ca p+ q =r. Cum ¢ si r sunt impare, trebuie cap = 2, deci
q = r — 2 este numar prim.

Analog, exista doua numere prime s si t astfel incat s < t < n si ¢ divide s + .
Vom arata ca ¢ — 2 este numar prim. intr—adevér, daca t < ¢, atunci s +1 < 2g,
deci s +1t = ¢ si, cum ¢, q sunt impare, obtinem s = 2, deci t = q¢ — 2 = r — 4 este
numar prim. Dacat > qg=r —2 atuncit =rq+ 2, deci ¢ < s +1t < 2q + 2 < 3q,
astfel ca s +t = 2¢, deci s = ¢ — 2. Am obtinut din nou ca s = ¢ — 2 este prim.
Conchidem ca numerele ¢ — 2, ¢ si ¢ + 2 sunt prime, ori 3 divide unul din aceste
trei numere. Deducem ca ¢ — 2 = 3, deci r = 7, prin urmare n € {7,8,9,10}. In
plus, n! divide

P(n)=(2+3)2+5)2+7)(B+5)B+76+7) =2°3.5T.

Deoarece 2-4-6-8 = 273 nu divide P(n), avem in mod necesar n < 8, deci n = 7.
Reciproc, n = 7 are intr-adevar proprietatea cerutd caci 7! =2*-.3%2-5.7.

Este problema N2 din ShortList IMO 2022, vezi pe AoPS. Problema, usor modifi-
cata, a fost data si ca problema 1 la barajul 3 (juniori) din Bulgaria.
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