BARAJ NR. 3 JUNIORI FRANTA 2022
23 martie 2022

1. Fie ABCD un dreptunghi. Fie w semicercul de diametru [BC| situat de aceeasi
parte a dreptei BC' ca gi punctul A. Cercul de centru B si raza AB intersecteaza
din nou semicercul w in punctul E. Dreapta AF intersecteaza din nou semicercul
w in punctul F. Demonstrati ca AF = BF.

2. Fie n un numar natural astfel incat n > 3. Lucie aranjeaza n foi albe de hartie
in cerc, apoi scrie cate un numar real pe fiecare foaie. Determinati numerele natu-
rale k astfel incat 1 < k < n care au urmatoarea proprietate:

daca nu toate numerele scrise de Lucie sunt egale cu 0, atunci exista k foi conse-
cutive pentru care suma numerelor scrise pe ele este nenula.

3. Pentru orice numar natural n > 1 notam cu f, suma resturilor obtinute
impartindu-1 pe n la numerele 1,2,...,n. De exemplu, daca il impartim pe 5
la 1,2, 3, 4sib5, obtinem resturile 0, 1, 2, 15i 0, astfel ca fs =0+1+2+14+0=4.
Gasiti toate numerele naturale n > 2 pentru care f, = f,_1 +n — 2.

4. Fie m si n doua numere naturale astfel incat m > n > 3. Morgane a aranjat m
jetoane in cerc si se pregateste sa le coloreze folosind n culori distincte. Ea doreste
ca, printre oricare n+ 1 jetoane consecutive, sa existe mereu cel putin un jeton din
fiecare din cele n culori. Daca ea poate realiza acest lucru, spunem ca numarul m
este n-colorabil.

Demonstrati ca, pentru orice numar natural n > 3, exista doar un numar finit,
nenul, de numere m care nu sunt n-colorabile si determinati cel mai mare numar
natural m care nu este n-colorabil.

Timp de lucru: 4 ore



Solutii:

1. Fie ABCD un dreptunghi. Fie w semicercul de diametru [BC| situat de aceeasi
parte a dreptei BC' ca gi punctul A. Cercul de centru B gi raza AB intersecteaza
din nou semicercul w in punctul E. Dreapta AF intersecteaza din nou semicercul
w in punctul F. Demonstrati ca AF = BF.

Solutie:

Triunghiul ABFE este isoscel. Cum AB este tangenta la w, avem <BFFE = <FBA,
deci triunghiurile ABE si AF'B sunt asemenea (UU). Cum primul este isoscel, si
al doilea este isoscel, cu AF = BF.

2. Fie n un numar natural astfel incat n > 3. Lucie aranjeaza n foi albe de hartie
in cerc, apoi scrie cate un numar real pe fiecare foaie. Determinati numerele natu-
rale k astfel incat 1 < k < n care au urmatoarea proprietate:

daca nu toate numerele scrise de Lucie sunt egale cu 0, atunci exista k foi conse-
cutive pentru care suma numerelor scrise pe ele este nenula.

Solutie:

Numerotam in ordine, foile de la 1 la n §i notam cu z; numarul scris pe foaia
cu numarul ¢. Indicii vor fi considerati modulo n. Enuntul ne cere atunci sa
gasim acele numere naturale k pentru care nu este posibil ca toate sumele S, =
Tar1 + Tayo + ...+ Toyp sa fie 0 fara ca toate numerele z; sa fie nule.

Mai intai, daca exista un numar natural d > 2 care divide atat k, cat si n, atunci
Lucie poate alege numerele z; astfel incat z; = 1 daca ¢ = 1 (mod d), z; = —1
dacd i =2 (mod d) si z; = 0 in caz contrar.

(E doar o alegere din multe: mai general, se pot alege d numere intregi, nu toate
nule, cu a; +az + ...+ a4 = 0 si defini z; = a; daca ¢ = j (mod d).) Cu aceasta
alegere a numerelor z;, in orice suma S, = X441 + Tai2 + . . . + Tairk €ste 0 suma in
care k/d termeni sunt egali cu 1, k/d termeni sunt egali cu —1, iar restul sunt 0.
In consecinta, orice astfel de numar intreg k (care are un divizor comun d > 1 cu
n), nu este un numar cu proprietatea din enunt.

In schimb, daca k este prim cu n gi toate sumele S, sunt nule, vom demon-
stra ca x1 = 29 = ... = x, = 0. intr—adevér, pentru orice indice a, avem
Ty = Tq+Sq = Ty + Tay1 + - + Tasp = Sa1 + Tark = Tark. Deducem ca
Tq = Taipe pentru orice a si £. Ori daca k este prim cu n, din relatia lui Bézout,
rezulta ca exista m, ¢ intregi cu kf + mn = 1, adica k¢ = 1 (mod n). Atunci,
pentru orice a, avem g = Toe = T,. Astfel, toate numerele x; sunt egale cu x,
deci fiecare suma S, este egala cu kxy. Atunci S, = 0 implica xo = 0 si deci ca
toate numerele x; sunt nule.

In concluzie, numerele £ cautate sunt cele prime cu n.



3. Pentru orice numar natural n > 1 notam cu f, suma resturilor obtinute
impartindu-1 pe n la numerele 1,2,...,n. De exemplu, daca il impartim pe 5
la 1,2, 3,4si5, obtinem resturile 0, 1, 2, 15i 0, astfel ca fs =0+1+2+14+0=4.
Gasiti toate numerele naturale n > 2 pentru care f, = f,-1 +n — 2.

Solutie:

Pentru orice doua numere naturale a i b cu a < a < b notam cu r,(b) restul

obtinut impartindu-1 pe b la a.
b

n n—1
Asadar, f, = Zra(b), deci f, — foo1 = Zra(n) — Y rq(n—1). Deoarece m(n) =
ri(n—1) = r:(zrlt) = 0, putem scrie ! !
n—1 n—1 n—1
fom fami = ra(n) = ra(n—1) = (ra(n) — re(n — 1)).

a=2 a=2 =2

Q

Dar ro(n) —rq(n — 1) = 1 daca a nu divide n gi 74(n) — ro(n — 1) = 1 — a daca
a divide n, astfel ca, in orice caz, avem r,(n) — ro(n — 1) < 1, Va < n. Diferenta
fn— fn_1, care este o suma de n — 2 asemenea termeni, da n —2 daca gi numai daca
toti termenii sunt egali cu 1, adica a nu divide n pentru niciun a € {2,3,...,n—1},
cu alte cuvinte daca si numai daca n este numar prim.

4. Fie m si n doua numere naturale astfel incat m > n > 3. Morgane a aranjat m
jetoane 1n cerc si se pregateste sa le coloreze folosind n culori distincte. Ea doreste
ca, printre oricare n+ 1 jetoane consecutive, sa existe mereu cel putin un jeton din
fiecare din cele n culori. Daca ea poate realiza acest lucru, spunem ca numarul m
este n-colorabil.

Demonstrati ca, pentru orice numar natural n > 3, exista doar un numar finit,
nenul, de numere m care nu sunt n-colorabile si determinati cel mai mare numar
natural m care nu este n-colorabil.

Solutie:

Aratam mai intai ca daca m > n? — n, Morgane poate realiza ceea ce si-a propus
procedand in felul urmator: il imparte pe m cu rest la n; daca m = cn + r,
cu 0 < r < n, atunci Morgane asaza pe un cerc c grupe a cate n jetoane.
Jetoanele din fiecare grup de m jetoane vor fi colorate, in ordine, cu culorile
1,2,...,n, astfel ca momentan avem cn = m — r jetoane colorate, in ordine:
1,2,...,n, 1,2, ... on, ..., 1,2,... 0.

Daca m > n? — n, catul impartirii lui m la n va fi cel putin n — 1, deci vom avea
c>n—12>r. Avem c grupe de cate n jetoane si mai avem pe pus pe cerc inca
r jetoane. Alegem r din cele ¢ grupe si la sfarsitul lor, dupa jetonul de culoarea n
a grupei, inainte de jetonul de culoarea 1 a grupei urmatoare, intercalam un jeton
de o culoare oarecare. Practic, acum vom avea r grupe a cate n + 1 jetoane (de
culori 1,2,...,n 51 7) i in rest ¢ —r grupe de cate n jetoane (de culori 1,2,...,n).
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Orice secventa formata din n + 1 jetoane consecutive contine jetoane din fiecare
culoare. Asadar, m este n-colorabil daca m > n? —n.

2 _ n — 1 nu este n-colorabil, deci cel mai mare

In continuare vom demonstra ci n
numar care nu este n-colorabil este n? —n — 1.

Presupunand contrariul, am colorat cele n? —n — 1 jetoane cu n culori astfel incat
fiecare secventa de n+ 1 jetoane consecutive contine fiecare culoare. Din principiul
cutiei, va exista o culoare care a fost folosita cel putin o data, dar cel mult de n —2
ori (altminteri, am avea cel putin n(n — 1) jetoane). S& numim aceasta culoare
culoarea 1. Intre dous jetoane succesive de culoarea 1 (adica doua intre care nu mai
exista alte jetoane de culoarea 1) putem avea cel mult n jetoane (altminteri s-ar
crea o secventa de n + 1 jetoane consecutive din care culoarea 1 lipseste). Asadar,

pe cerc, putem avea cel mult n(n — 2) +n — 2 = n? — n — 2 jetoane, contradictjie.

Remarca: Modificand putin rationamentul de mai sus, se poate arata ca m este
n-colorabil daca si numai daca exista numerele naturale k si ¢ astfel incat m =
kn+£(n+1). Determinarea acestor numere este un caz particular al problemei lui
Frobenius. In termenii folositi in articolul precedent, numarul cautat este cea mai
mare non-francatura pentru a =n, b=n+ 1, anume ab—a—b=n(n+1) —n —
(n+1)=n?>-n-1.


https://pregatirematematicaolimpiadejuniori.files.wordpress.com/2016/07/frobenius.pdf
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