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1. Fie a, b, ¢, d numere naturale nenule cu proprietatea a! + b! = ¢! + d.
Demonstrati ca ab = cd.

2. Fie ABC un triunghi ascutitunghic gi fie D un punct situat in interiorul tri-
unghiului ABC. Dreptele AD si BD intersecteaza din nou cercul circumscris
triunghiului ABC' in punctele A;, respectiv By. Cercul circumscris triunghiului
B1 DA intersecteaza din nou dreapta AC in punctul P. Cercul circumscris tri-
unghiului A; BD intersecteaza din nou dreapta BC' in punctul Q.

Demonstrati ca patrulaterul CPD() este un paralelogram.

3. Maena si Théodore joaca un joc pe o tabla patrata impartita in 99 x99 patratele.
Spunem ca doua patratele sunt vecine daca ele au un varf sau o latura comuna.

La inceput, Maena numeroteaza patratelele tablei de la 1 la 992 intr-o ordine ar-
bitrara. Théodore plaseaza un jeton pe unul din patratelele tablei, apoi el poate
efectua mutari de tipul urmator: el poate deplasa jetonul dintr-un patratel vecin
daca acesta are un numar mai mare decat patratelul pe care se afla jetonul inainte
de mutare. Care este numarul de mutari pe care Théodore poate garanta ca le
poate face, indiferent de modul in care Maena a facut numerotarea patratelelor?

4. Fie p si ¢ doua numere prime diferite astfel incat p < 2¢ si ¢ < 2p. Aratati ca

exista doua numere intregi consecutive dintre care unul il are pe p drept cel mai
mare divizor prim, iar celalalt il are pe ¢ drept cel mai mare divizor prim.

Timp de lucru: 4 ore



Solutii:

1. Fie a, b, ¢, d numere naturale nenule cu proprietatea a! + b! = ¢! + d.
Demonstrati ca ab = cd.

Solutia 1:
Sa presupunem, fara a pierde din generalitate, ca a < b, ¢ < d si a < ¢. Atunci

bl=cl—al+d >d,

deci b > d, astfel ca a < ¢ < d <b. Numarul ¢! divide deci ¢! + d! — b! = a!, ceea
ce Inseamna ca ¢ < a, si deci ca a = ¢. Conchidem ca b! = d!, deci ca b = d, adica
ab = cd.

Solutia 2:
Sa presupunem din nou ca a < b, ¢ < d si a < ¢. Daca a = ¢, putem concluziona
ca mai sus ca b =d si ab = cd.
Daca a # ¢, atunci (a+ 1)! > 2-a! divide ¢! +d! = a! +b! si, cum (a + 1)! nu divide
termenul a! al sumei a! 4+ b!, e; nu divide nici termenul b!. Asta Inseamna ca a = b.
Dubla inegalitate

al+b>cl+d>2-al =al + 0

devine atunci o egalitate, deci a = b = ¢ = d, ceea ce contrazice a # c.

Solutia 3:
Sa presupunem ca a < b si ¢ < d. Daca b < d, atunci

Atd>d>b+1D)=b+1)-b>2-bl>al +0,

ceea ce este absurd. Deducem ca b < d i, analog, ca d < b. Astfel, b =d i a! = ¢!,
deci a = c si ab = cd.

2. Fie ABC un triunghi ascutitunghic si fie D un punct situat in interiorul tri-
unghiului ABC. Dreptele AD si BD intersecteaza din nou cercul circumscris
triunghiului ABC' in punctele Aj, respectiv B;. Cercul circumscris triunghiului
B1DA intersecteaza din nou dreapta AC in punctul P. Cercul circumscris tri-
unghiului A;BD intersecteaza din nou dreapta BC' in punctul Q).

Demonstrati ca patrulaterul C'PD() este un paralelogram.

Solutie:

Avem <D@B = <DAB = <AAB = <ACB si, analog, <DPA = <DBA =
<JACB. Din prima congruenta de unghiuri rezulta QD || C'P, iar din cea de-a
doua ca DQ || CP. Conchidem ca C'PDQ este paralelogram.



3. Maena si Théodore joaca un joc pe o tabla patrata impartita in 99 x 99 patratele.
Spunem ca doua patratele sunt vecine daca ele au un varf sau o latura comuna.

La inceput, Maena numeroteaza patratelele tablei de la 1 la 992 intr-o ordine ar-
bitrara. Théodore plaseaza un jeton pe unul din patratelele tablei, apoi el poate
efectua mutari de tipul urmator: el poate deplasa jetonul dintr-un patratel vecin
daca acesta are un numar mai mare decat patratelul pe care se afla jetonul inainte
de mutare. Care este numarul de mutari pe care Théodore poate garanta ca le
poate face, indiferent de modul in care Maena a facut numerotarea patratelelor?

Solutie:

Théodore poate garanta efectuarea a 3 mutari, dar nu poate garanta mai multe.
Théodore poate intotdeauna efectua 3 mutari astfel: el alege un patrat 2 x 2,
apoi parcurge patratelele in ordinea crescatoare a numerelor scrise in respectivele
patratele. Patratelele sunt vecine deoarece ele au, toate, un varf comun.

Aratam in continuare ca Maena 1l poate impiedica pe Théodore sa faca 4 mutari.
Ea numeroateaza liniile si coloanele, in ordine, de la 1 la 99 si imparte cele 99 x 99
patratele in 4 categorii:

- categoria 1, a patratelelor situate pe o linie cu numar impar si coloana cu numar
impar;

- categoria 2, a patratelelor situate pe o linie cu numar par si coloana cu numar
impar;

- categoria 3, a patratelelor situate pe o linie cu numar impar si coloana cu numar
par;

- categoria 4, a patratelelor situate pe o linie cu numar par si coloana cu numar
par.

Apoi, ea scrie numerele in ordine crescatoare astfel: cele mai mici in patratelele
de categoria 1, urmatoarele numere in patratelele de categoria 2, apoi numerele
care urmeaza in patratelele de categoria 3 si, in fine, numerele cele mai mari in
patratelele de categoria 4.

Sa observam ca doua patratele de aceeasi categorie nu sunt vecine, deci nu exista
mutari intre doua asemenea patratele. De asemenea, cum numerele cresc odata cu
categoria, toate mutarile cresc numarul categoriei, astfel ca se pot efectua doar 3
mutari.

4. Fie p si ¢ doua numere prime diferite astfel incat p < 2¢q si ¢ < 2p. Aratati ca
exista doua numere intregi consecutive dintre care unul il are pe p drept cel mai
mare divizor prim, iar celalalt il are pe ¢ drept cel mai mare divizor prim.

Solutie:

Sa presupunem fara a pierde din generalitate ca p < ¢. Identitatea lui Bézout arata
ca exista numere intregi a si b astfel incat ap+bq = 1. Putem intotdeauna inlocui o
astfel de pereche (a,b) cu (a+¢q,bF p). Dupa mai multe asemenea inlocuiri putem



obtine o pereche (a,b) pentru care ap + bg = 1 si pentru care |a| este minima.
Atunci gtim ca |a £ ¢| > |al, deci |a] < % < p. In plus, cum lap+bg| =1 <p+yq,
numerele intregi a si b trebuie sa fie de semne contrare, astfel ca numerele n = |a|-p
si m = |b| - ¢ sunt numere naturale consecutive. Deoarece |a| < p, cel mai mare
divizor prim al lui n este p. In plus, m < n+1 < p? < ¢2, deci cel mai mare divizor
prim al lui m este q. Asadar, numerele m si n satisfac conditiile din enunt.



