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1. Martin a turnat in graba n litri de apa in n sticle. Urmarea este ca unele sticle
sunt mai pline decat altele. Abia acum Martin isi aduce aminte ca sarcina sa era
aceeea de a pune exact cate un litru in fiecare sticla si apoi de a pune capacul
acesteia. Cum el nu a pus inca la nicio sticla capacul, el mai poate repara prostia
ficutd. In acest scop, el alege o prima sticla, toarna o parte din continutul acesteia
intr-o alta sticla (daca doresgte), apoi pune capacul la prima sticla. Apoi, el alege
o a doua sticla (care poate fi cea in care tocmai a turnat apa sau o alta sticla),
toarna o parte din continut intr-o alta sticla (dar nu in prima care are deja capacul
pus), apoi pune capacul sticlei din care a durnat. Apoi, Martin procedeaza similar
cu sticla a treia, s.a.m.d.,pana cand toate sticlele au capacul pus. Demonstrati
ca daca Martin alege in mod judicios ordinea sticlelor din care toarna gi carora le
pune capacul, el va reusi sa-si repare prostia.

Nota: Sticlele sunt imense, fiecare din ele putand contine n litri de apa, astfel ca
nu este posibil ca turnand apa intr-o sticla, apa sa dea pe-alaturi.

2. Aline si Théo joaca urmatorul joc. Mai intai Théo alege o multime infinita de
numere prime {p1, ps, ...}, apoi Aline alege o multime infinitd de numere naturale
nenule, {ny,ns,...}. In fine, Théo alege doua numere naturale nenule, k si £. Théo
castiga jocul daca exista o infinitate de numere naturale n; care nu sunt divizibile
cu py. In caz contrar castiga Aline.

a) Care din cei doi jucatori are o strategie castigatoare?

b) Pentru a complica si mai mult jocul, Aline are de-acum o constrangere suplimen-
tara: fiecare din numerele n; poate sa divida numai un numar finit dintre numerele
n;. Cu noile reguli, care din cei doi are o strategie castigatoare?

(Fiecare jucator cunoaste alegerile anterioare ale adversarului.)

3. Fie ABC un triunghi si €2 cercul sau circumscris. Fie D piciorul inaltimii duse
din varful A. Bisectoarea unghiului A intersecteaza segmentul [BC] in punctul P
si taie a doua oara cercul 2 in punctul S. Fie A’ punctul diametral opus punc-
tului A in cercul €2. Demonstrati ca dreptele SD gi A’ P se intersecteaza pe cercul 2.

4. Fie n un numar natural nenul. Anna a scris 4n + 2 numere naturale, distincte

doua cate doua, mai mici sau egale cu 5. Demonstrati ca printre numerele scrise
de ea exista trei, sa le zicem a, b si ¢, astfel incat a < b < ¢ si ¢+ 2a > 3b.

Timp de lucru: 4 ore



Solutii:

1. Martin a turnat in graba n litri de apa in n sticle. Urmarea este ca unele sticle
sunt mai pline decat altele. Abia acum Martin isi aduce aminte ca sarcina sa era
aceeea de a pune exact cate un litru in fiecare sticla si apoi de a pune capacul
acesteia. Cum el nu a pus inca la nicio sticla capacul, el mai poate repara prostia
ficuts. In acest scop, el alege o prima sticla, toarna o parte din continutul acesteia
intr-o alta sticla (daca doresgte), apoi pune capacul la prima sticla. Apoi, el alege
o a doua sticla (care poate fi cea in care tocmai a turnat apa sau o alta sticla),
toarna o parte din continut intr-o alta sticla (dar nu in prima care are deja capacul
pus), apoi pune capacul sticlei din care a durnat. Apoi, Martin procedeaza similar
cu sticla a treia, s.a.m.d.,pana cand toate sticlele au capacul pus. Demonstrati
ca daca Martin alege in mod judicios ordinea sticlelor din care toarna gi carora le
pune capacul, el va reusi sa-gi repare prostia.

Nota: Sticlele sunt imense, fiecare din ele putand contine n litri de apa, astfel ca
nu este posibil ca turnand apa intr-o sticla, apa sa dea pe-alaturi.

Solutie:

Vom proceda prin inductie dupa n.

Mai intai, pentru n = 1, avem o singura sticla, in care se gaseste exact un litru de
apa, deci 1i putem pune capacul fara sa facem nimic.

Apoi, daca n > 2, Martin alege sticla cea mai plina. Deoarece in medie sticlele
contin un litru de apa, sticla cea mai plina va contine cel putin un litru. Astfel,
Martin va alege o sticla gi va turna in ea surplusul de apa existent in sticla cea
mai plina, pana cand aceasta va ajunge sa contina exact un litru de apa. Martin
ii pune capacul si ramane cu n — 1 litri repartizati cumva in n — 1 sticle. Conform
ipotezei de inductie, el poate redistribui apa din cele n — 1 sticle astfel incat sa
obtina cate un litru in fiecare.

2. Aline si Théo joaca urmatorul joc. Mai intai Théo alege o multime infinita de
numere prime {p, ps, ...}, apoi Aline alege o multime infinitd de numere naturale
nenule, {ny,ny,...}. In fine, Théo alege doua numere naturale nenule, k gi ¢. Théo
cagtiga jocul daca exista o infinitate de numere naturale n; care nu sunt divizibile
cu py. In caz contrar castigh Aline.

a) Care din cei doi jucatori are o strategie castigatoare?

b) Pentru a complica si mai mult jocul, Aline are de-acum o constrangere suplimen-
tara: fiecare din numerele n; poate sa divida numai un numar finit dintre numerele
n;. Cu noile reguli, care din cei doi are o strategie castigatoare?

(Fiecare jucator cunoaste alegerile anterioare ale adversarului.)

Solutie:
a) Aline are strategie castigatoare. O asemenea strategie este sa aleagd numerele
n; = (p1-pa2-...-p;)?. Intr-adevar, oricum ar alege Théo numerele k si ¢, vom avea



py. | n; pentru orice j > max{k, (}.

b) De aceasta data Théo are strategie castigatoare. El alege toate numerele prime
(alege p; al j-lea numar prim). Apoi, odatda ce Aline a ales numerele n;, Théo
considera descompunerea in factori primi a lui n; (daca n; > 1, in caz contrar
se uita la descompunerea lui ny): ny = p{* - p52 - ... - pyt, unde aq,as, ..., a; sunt
numere naturale (posibil nule). Vom arata ca Théo poate alege un k <t gi ¢ = ay,
cu care sa cagtige. Presupunand ca toate aceste alegeri sunt necastigatoare, exista
un numar finit de n;-uri nedivizibile cu p{', un numar finit de n;-uri nedivizibile
cu p3?, s.a.m.d. un numar finit de n;-uri nedivizibile cu p;*. Asadar, cu exceptia
unui numar finit de n,-uri, toti ceilalti sunt divizibili cu p{', p5*, ..., p*, deci
si cu produsul acestora, n;. Asadar, printre numerele alese de Aline se gasesc o
infinitate care sunt divizibile cu ny, ceea ce incalca acea constrangere suplimentara.

3. Fie ABC un triunghi si € cercul sau circumscris. Fie D piciorul inaltimii duse
din varful A. Bisectoarea unghiului A intersecteaza segmentul [BC| in punctul P
si taie a doua oara cercul €2 in punctul S. Fie A’ punctul diametral opus punc-
tului A in cercul 2. Demonstrati ca dreptele SD gi A’ P se intersecteaza pe cercul 2.

Solutie:

Daca AB = AC, dreptele SD si A'P coincid si nu avem ce demonstra.

In cntinuare vom presupune AB < AC. Cazul AC < AB fiind analog.

Vom proceda prin redefinirea punctului: fie X punctul in care dreapta A’P inter-
secteaza din nou cerul 2. Aratam ca X € SD, ceea ce demonstreaza ca dreptele
SD si A'P se intersecteaza in X € ().

Fie O centrul cercului 2. Punctul S este mijlocul arcului BC' (polul Sud ar cercului
circumscris), care se gaseste pe mediatoarea lui [BCY, care este tocmai dreapta OS.
Avem, pe de-o parte, <SXA' = <SAA = <OSA = <DAP (fiindca AD || OS).
Pe de alta parte, deoarece [AA’] este diametru in Q, m(<AXA") = 90°, deci X
si D se afla pe cercul de diametru [AP], deci punctele A, X, D, P sunt conciclice.
Rezulta ca <DXP = <DAP.

Conchidem ca <DXP = <SXA’, deci punctele S, D, X sunt coliniare, de unde
concluzia.
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4. Fie n un numar natural nenul. Anna a scris 4n + 2 numere naturale, distincte
doua cate doua, mai mici sau egale cu 5. Demonstrati ca printre numerele scrise
de ea exista trei, sa le zicem a, b si ¢, astfel incat a < b < ¢ si ¢+ 2a > 3b.

Solutie:

Fie 11 < 29 < ... < 2440 cele 4n + 2 numere scrise de Anna. Vom demonstra ca
exista un indice k < 4n astfel incat x4, .0+ 21 > 3Tk, 1. in’mr—adevér7 presupunand
contrariul, s notam y, = 4,12 — o) pentru orice k, (1 < k < 4n + 1); atunci
3Yks1 = 3Tynao — 3Tp11 < 2T440 — 22 = 2y, pentru orice k.

Deducem ca gy > 5 Yr+1 pentru orice k < 4n, deci

5n> . 3 4n . 3 4n_ 5+ 1 n
Z W = 9 Yan4+1 Z 2 - 16 )

ceea ce este imposibil.



