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1. Fie ABCDFE un pentagon convex astfel incat m(<ABE) = m(<ACE) =
m(<ADE) = 90° si BC = CD. In fine, fie K un punct pe semidreapta [AB astfel
incat AK = AD, si fie L un punct pe semidreapta [ED astfel incat EL = BE.
Demonstrati ca punctele B, D, K si L apartin unui cerc cu centrul in C.

2. Determinati toate cvadrupletele (a,b, ¢, p) de numere intregi in care p > 0 este
un numar prim si pentru care

73p® + 6 = 9a? + 17b* + 172

3. Pentru a se antrena in vederea ultimului baraj de anul acesta, Jean-Baptiste si
Marie-Odile au colectionat 100 de probleme de matematica si se apuca de realizarea
unui program de recapitulare. In perioada de 100 de zile care 1i separa de baraj,
fiecare din ei trebuie sa rezolve o problema pe zi. Notam cu x numarul problemelor
pe care Jean-Baptiste le are de rezolvat inaintea lui Marie-Odile gi cu y numarul
problemelor pe care Marie-Odile le are rezolvat inaintea lui Jean-Baptiste. In fine,
spunem despre un program de recapitulare este echitabil daca z = y. Demonstrati
cd existd cel putin 100! - (2°° + (50!)%) programe echitabile.

4. Determinati toate numerele reale x si y astfel incat

(V2 +1)(y—Vy?+1)=1si (@ +y+2)(y* +2+2) =8

Timp de lucru: 4 ore



Solutii oficiale:

1. Fie ABCDFE un pentagon convex astfel incat m(<ABE) = m(<ACE) =
m(<ADE) = 90° si BC = CD. In fine, fie K un punct pe semidreapta [AB astfel
incat AK = AD, si fie L un punct pe semidreapta [ED astfel incat EL = BE.
Demonstrati ca punctele B, D, K si L apartin unui cerc cu centrul in C.

Solutie:

Datorita unghiurilor drepte din B, C' i D, punctele A, B, C', D si E apartin
unui acelagi semicerc de diametru [AE]. Cum BC = CD, punctul C este polul
Sud relativ la varful A in triunghiul ABD (adica mijlocul arcului BD al cercului
circumscris triunghiului ABD). Agadar, AC este bisectoarea unghiului <DAB,
adica mediatoarea lui [K'D]. Analog, CE este la mediatoarea lui [BL]. Asta
inseamna ca C'L = BC' = DC' = CK, de unde concluzia.

2. Determinati toate cvadrupletele (a,b, ¢, p) de numere intregi in care p > 0 este
un numar prim si pentru care

73p% 4+ 6 = 9a® + 176> + 172

Solutie: (a se vedea si problema NT2 din JBMO ShL 2020)

Analizand ecuatia modulo 8 constatam ca, daci p este impar, atunci 73p?> +1 =7
(mod 8), in timp ce 9a® + 170* + 17¢* = a® +b* + ¢* (mod 8). Dar un pitrat poate
fi congruent cu 0, 1 sau 4 (mod 8), deci suma a trei patrate nu este niciodata con-
gruenta cu 7 (mod 8), prin urmare egalitatea din enunt nu poate avea loc pentru
p impar.


https://pregatirematematicaolimpiadejuniori.files.wordpress.com/2021/07/jbmo_shortlist_2020.pdf

Ramane, asadar, cazul p = 2. Ecuatia devine 9a? + 17b% + 17¢? = 298. Modulo 17
avem 9a*> = 9, deci 17 | (a — 1)(a + 1). Deducem ca a = +1 (altminteri |a| > 15
i 9a% 4+ 176% 4+ 17¢% > 298). Ajungem la 17(b* + %) = 289, deci b* + ¢ = 17.
Singurele solutii sunt cu b = +1, ¢ = +4 sau invers. Asgadar, solutiile ecuatiei din
enunt sunt (+1,+1,4+4,2) si (+1, +4, £1, 2) (toate combinatiile posibile de semne).

3. Pentru a se antrena in vederea ultimului baraj de anul acesta, Jean-Baptiste
si Marie-Odile au colectionat 100 de probleme de matematica si se apuca de re-
alizarea unui program de recapitulare. In perioada de 100 de zile care ii separa
de baraj, fiecare din ei trebuie sa rezolve o problema pe zi. Notam cu z numarul
problemelor pe care Jean-Baptiste le are de rezolvat inaintea lui Marie-Odile si cu
y numarul problemelor pe care Marie-Odile le are de rezolvat inaintea lui Jean-
Baptiste. In fine, spunem despre un program de recapitulare este echitabil daca
x =y. Demonstrati ca exista cel putin 100! - (250 + (50!)?) programe echitabile.

Solutie: (a se vedea si problema C2 din JBMO ShL 2020)

Numerotam problemele in ordinea in care le-a rezolvat Jean-Baptiste (problema
rezolvata de acesta in ziua j va fi problema j). Problemele pot fi numerotate in
100! moduri. Vom arata ca, pentru fiecare din aceste 100! ordini diferite in care
poate rezolva Jean-Baptiste problemele, exista cel putin 250 + (50!)? ordini in care
Marie-Odile poate rezolva aceste probleme astfel incat exact jumatate din prob-
leme sa fie rezolvate de ea inaintea lui Jean-Baptiste.

Avem cel putin doua categorii (disjuncte) se asemenea ordini:

1. Marie-Odile rezolva in primele 50 de zile exact problemele pe care Jean-Baptiste
le rezolva in ultimele 50 de zile. Ea va rezolva in ultimele 50 de zile problemele
de la 1 la 50 (intr-o anumita ordine). Astfel, Marie-Odile va rezolva inaintea lui
Jean-Baptiste problemele cu numar mare (mai mare ca 50), iar Jean-Baptiste va
rezolva naintea lui Marie-Odile primele 50 de probleme. Cum primele 50 de prob-
leme si ultimele 50 de probleme pot fi permutate (in mod independent) in cate 50!
moduri, obtinem (50!)? ordini diferite in care Marie-Odile rezolva exact jumatate
dintre probleme inaintea lui Jean-Baptiste.

2. Vom grupa problemele in 25 de grupuri de cate 4. Marie-Odile va rezolva gru-
pele in aceeasi ordine ca si Jean-Baptiste, dar daca acesta a rezolvat problemele din
grupa k+ 1, anume 4k + 1, 4k +2, 4k + 3, 4k 4+ 4 in aceasta ordine, Marie-Odile va
rezolva mai intai ultimele doua probleme din grup (2 ordini posibile), apoi primele
doua probleme din grup (2 ordini posibile). Astfel, in fiecare grup, Marie-Odile va
rezolva 2 probleme inaintea lui Jean-Baptiste, iar acesta va rezolva celelalte doua
inaintea lui Marie-Odile.

Cele doud categorii sunt disjuncte. In total, am obtinut agadar 100! - (20 + (501)%)
programe echilibrate.

Remarci: In categoria 2, Marie-Odile are de fapt 7 variante in fiecare grup de 4,
deci sunt cel putin 100! - (7% 4 (50!)%) programe echilibrate.
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4. Determinati toate numerele reale x si y astfel incat

(2 —V2+1)(y— V2 +1) =18 (@ +y+2)(y* +2+2) =8

Solutie:
Fie (z,y) o eventuala solutie. Egalitatile

{ (Va2 +1)(z+ Va2 +1) =22 — (2 +1) = -1
= VP + D)+ VP 1) == (P +1) =1

arata ca avem de fapt

{ T+V2+ 1=y +1—y (1)

Vi2+l—z=y+y?>+ 1. (2)

Relatiile (1) si (2) aratd ca x = —y, iar egalitatea (2 +y + 2)(y* +x +2) = 8 se
scrie atunci ca

8:(xQ—:U+2)(x2+a:~l—2):(:1:2—1—2)2—3:2.

Dacd notam z = 22, deducem c& 0 = (2 +2)? — 2 —8=2*+32—4= (2 +3/2)* -
25/4 = (2+3/2)2 = (5/2)* = (z + 4)(z — 1).

Dar cum z = 22 > 0, deducem ci z = 1, deci x = £1 si y = —z = F1.

Reciproc, se vede usor ca, atunci cand (x,y) = (£1, F1), ambele egalitati din enun;
sunt verificate. In concluzie, cele doua solutii sunt

(z,y) = (1, =1) si (z,y) = (=1,1).



