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1. Morgane si Bosphore joaca urmatorul joc. Morgane a scris numerele naturale
de la 1 la 8 in varfurile unui octogon regulat: fiecare numar natural este scris pe
cate unul din cele 8 varfuri ale octogonului. Bosphore alege apoi unul dintre varfuri
si calculeaza suma numerelor scrise pe acest varf gi pe cei doi vecini ai acestuia.
Noteaza cu s aceasta suma si 1i da s bomboane lui Morgane.

Bosphore alege varful astfel incat sa 1i dea lui Morgane cat mai putine bomboane,
iar Morgane scrie numerele de la 1 la 8 astfel incat sa primeasca cat mai multe
bomboane.

Demonstrati ca Bosphore 1i va da lui Morgane 12 bomboane.

2. Fie x,y, 2z trei numere reale astfel incat 0 < z <y < zsgiz+y+2 = 1.
Determinati valoarea maxima pe care o poate lua expresia

(z —y2)* + (y — 22)* + (2 — xy)*.

3. Fie ABC un triunghi astfel incat 90° > m(<ABC) > m(<«BCA). Fie D un
punct pe latura [BC] astfel incat m(<DAC) = m(<ABC)—m(<BCA). Notam cu
FE punctul de intersectie, diferit de A, dintre (AB) si cercul circumscris triunghi-
ului AC'D, iar cu P punctul de intersectie dintre (AB) si bisectoarea unghiului
<IBDE. Analog, notam cu F' punctul de intersectie, diferit de A, dintre (AC) si
cercul circumscris triunghiului ABD, iar cu @ punctul de intersectie dintre (AC')
si bisectoarea unghiului <CDF'.

Demonstrati ca AB si PQ) sunt perpendiculare.

4. Gasiti toate tripletele de numere naturale nenule (a, b, ¢) pentru care

2021 + 4 = 3% . 5,

Timp de lucru: 4 ore



Solutii oficiale:

1. Morgane si Bosphore joaca urmatorul joc. Morgane a scris numerele naturale
de la 1 la 8 in varfurile unui octogon regulat: fiecare numar natural este scris pe
cate unul din cele 8 varfuri ale octogonului. Bosphore alege apoi unul dintre varfuri
si calculeaza suma numerelor scrise pe acest varf gi pe cei doi vecini ai acestuia.
Noteaza cu s aceasta suma i 1i da s bomboane lui Morgane.

Bosphore alege varful astfel incat sa 1i dea lui Morgane cat mai putine bomboane,
iar Morgane scrie numerele de la 1 la 8 astfel incat sa primeasca cat mai multe
bomboane.

Demonstrati ca Bosphore 1i va da lui Morgane 12 bomboane.

Solutia 1:
Mai intai sa observam ca daca Morgane scrie numerele in felul urmator, atunci ea
va primi de la Bosphore 12 bomboane.

Am indicat in dreptul fiecarui varf suma s pe care ar calcula-o Bosphore daca ar
alege acel varf.

Agadar, Morgane isi poate asigura 12 bomboane.

Vom arata acum ca indiferent de aranjarea numerelor in varfurile octogonului,
Bosphore poate alege mereu un varf cu suma cel mult 12.

Daca vecinii lui 8 sunt 1 si 2, Bosphore va alege varful 8 si va trebui sa-i dea lui
Morgane numai 11 bomboane.

Ramane cazul in care 8 are cel putin un vecin k > 3. Separam numerele 8 si un
vecin k > 3 al sau. Grupam cele sase numere ramase. Cele sase numere se pot
grupa in doua triplete disjuncte de cate trei numere vecine. Suma celor sase nu-
mere este 1 +24+3+4...+7—k =28 — k < 25, deci cel putin una dintre cele doua
sume este mai mica sau egala cu 12. Alegand numarul mijlociu din respectivul
grup de 3, Bosphore ii va de cel mult 12 bomboane lui Morgane.

Solutia 2: Bosphore are si alte cai de a proceda, precum cea de mai jos. Con-
sideram trei grupuri formate din cate trei numere consecutive pe cerc astfel incat
singurul numar considerat in doua grupuri sa fie numarul 1. (Notam numere de pe



cerc, in ordine, cu 1, o, . . ., rg astfel incat x; = 1 si consideram sumele x1+x5+ 3,
Ty+T5+we §1 x7+23+x1.) Suma celor trei sume este (14+2+...4+8)+1 = 37 < 3-13,
deci cel putin una dintre sume este mai mica sau egala cu 12. Bosphore poate alege
varful cu numarul x5 sau x5 sau xg, dupa caz.

Solutia 3: Iata o a treia maniera pentru Bosphore de a se asigura ca ii va da cel
mult 12 bomboane lui Morgane. Fie a si b cei doi vecini ai numarului 5, cu a > b.
Daca b < 4, atunci a < 3, deci a+b+5 < 12 si Bosphore poate alege varful 5. In caz
contrar, avem deja ca b > 6. Bosphore elimina atunci varfurile adiacente cu 5 si b si
face din cele sase numere ramase doua grupe disjuncte de cate trei numere vecine.
Suma numerelor din aceste doua grupe este cel mult 1+2+3+4+7+8 = 25, deci
una din cele doua grupe are suma numerelor mai mica sau egala cu 12; Bosphore
poate alege acest grup.

Solutia 4: Iata inca o cale de a arata ca Bosphore 1i va da lui Morgane cel mult
12 bomboane. Spre deosebire de solutiile precedente, calea de fata 1i va furniza
lui Bosphore o startegie explicita de a alege un varf cu suma cel mult 12. Sa
presupunem ca Morgan ar fi gasit o configuratie care sa-1 oblige pe Bosphore sa-i
dea cel putin 13 bomboane. Numerotam varfurile octogonului de la 1 la 8, aceste
numere fiind considerate modulo 8. Notam cu a; numarul scris de Morgane in varful
1 §lcus; suma s; = a;_1+a; +a;11. Sa observam ca doua sume consecutive nu pot
fi egale deoarece s;11 — s; = (a; + @41 + ajr2) — (@1 +a; + ai11) = air0—a;—1 # 0.
Atunci suma a oricare doua sume consecutive este cel putin 13 + 14 = 27.

Pe de alta parte, suma celor 8 sume s; este 3(a; +as + ... +ag) = 3(1 +2 +
...+8) =108 = 4-27. Deducem ca suma a doua sume consecutive este mereu
27, astfel ca sumele de 13 si 14 trebuie sa alterneze. Atunci s; = s3 = s5 = s7 si
S9 = S4 = Sg = Sg. In aceste conditii constatam ca

0= (s9—s3)+ (85— 86) = (a1 — aq) + (a4 — a7) = a; — ar,

adica a; = ay, ceea ce nu se poate. Astfel Morgane nu-1 va putea forta pe Bosphore
sa-i dea 13 sau mai multe bomboane.

2. Fie z,y,z trei numere reale astfel incat 0 < z <y < zsiz+y+ 2z = 1.
Determinati valoarea maxima pe care o poate lua expresia

(x —y2)* + (y — 20)* + (2 — 2y)*.

Solutia 1: Cantitatea pe care dorim sa o maximizam poate fi rescrisa

S = (@ +y* +2°) + ((2y)* + (y2)* + (22)*) —6ayz = (v +y+2)* —2(zy +yz+22) +
(ry+yz+zx)?—2xyz(x+y+2)—6zryz = 1-2(xy+yz+z22)+(ry+yz+22)*—8ryz =
(xy + yz + 2o — 1)* — 8zyz.

2
1
W =5 deducem ca S < 1.

Reciproc, pentru x = y = 0 si z = 1 avem intr-adevar S = 1, deci valoarea maxima

Cum 0 <zy+yz+z2x <

3



a expresiei din enunt, este 1.

Solutia 2: Cantitatea pe care dorim sa o maximizam poate fi rescrisa

S = (2" +y*+2%) + ((2y)® + (y2)* + (22)?) = 6zyz = (v +y +2)° = 2(vy +yz +
zx) + ((zy)? + (y2)* + (22)?) — 6xyz.

Ori enuntul spune ca 0 <z <y <z <1, astfel ca 0 < azy < xz < yz < 1. Cum
orice numar t cu proprietatea 0 < t < 1 satisface inegalitatea t? < 2t, deducem ca
S < (r+y+2z)*—6xyz < 1. Reciproc, pentru z = y = 0 5i 2 = 1 avem intr-adevir
S =1, de unde concluzia.

Solutia 3: Inegalitatile 0 <z <y<z<zx+4+y+z=1aratacaz >y > xysi
y > x > zx, astfel ca S satisface inegalitatea

S < max{z,yz}* +1y* + 22

Cum 2?2 +12+ 22 < (z+y+2)2 =1g (y2)?+ > +22 <22+ > +22 = (y+2)? =
(1 —z)* <1, deducem ca S < 1.
Reciproc, pentru = y = 0 si z = 1 avem intr-adevar S = 1, de unde concluzia.

3. Fie ABC un triunghi astfel incat 90° > m(<ABC) > m(<BCA). Fie D un
punct pe latura [BC| astfel incat 2m(<DAC) = m(<ABC) — m(<BCA). Notam
cu F punctul de intersectie, diferit de A, dintre (AB) si cercul circumscris triunghi-
ului AC'D, iar cu P punctul de intersectie dintre (AB) si bisectoarea unghiului
<IBDE. Analog, notam cu F punctul de intersectie, diferit de A, dintre (AC) si
cercul circumscris triunghiului ABD, iar cu @) punctul de intersectie dintre (AC)
si bisectoarea unghiului <CDF'.

Demonstrati ca AB si P(Q) sunt perpendiculare.

Solutie: Notam x = <BCAsgiy = <DAC. Atunci <ABC = 2-<DAC+<ACB =
2 +y st
2-<9CDQ =<CDF =180° — <F DB = <BAF = <BAC = 180° — 2(z + y),
astfel ca <C'DQ = 90° — x — y. Analog,
2.-<PDB =<EDB =180° —<CDFE = <FAC = <BAC,

de unde <PDB =90° —x — .

De aici rezulta ca <Q DA = 180° —<DAQ —<AQD = 180°—y—(180° —<DQC) =
(180° — <«CDQ — <QCD) —y = 90°. Problema revine la a arata ca punctele
A, P, D, (@ sunt conciclice. Avem <DPA = 180° — <BPD = <PDB + <DBP =
(90° —z —y) + (z + 2y) = 90° + y = 180° — <AQD, de unde concluzia.

4. Gasiti toate tripletele de numere naturale nenule (a, b, ¢) pentru care

2021% + 4 = 3% . 5%,



Solutie: In cazul unor ecuatii diofantice, incepem intotdeauna prin a vedea ce se
intampla pentru valori mici ale variabilelor. Aici este suficient sa-1 descompunem
in factori pe 2021 + 4, deci examinam valorile mici ale lui a. Pentru a = 1 ecuatia
devine 2025 = 3% - 5¢, deci (a, b, c) = (1,4,2). In schimb, daci a > 2, nimeni n-are
chef sa-1 descompuna pe 2021* + 4 deci ne oprim aici cu analiza cazurilor mici.
Pasul urmator este fie sa-1 descompunem in factori pe 2021¢ + 4, fie sa privim
ecuatia modulo un numar n bine ales pentru a reduce multimea valorilor posibile
ale variabilelor a, b, c.

Numerele 3 si 5 sunt evident prime, iar studiul cazului a = 1 ne arata ca 2021 =
452 — 4 = 43 - 47. Notam asadar aceasta relatie intr-un colt al ciornei asteptand
momentul sa ne servim de ea.

In fine, folosind eventual teorema chinezeasca a resturilor, reducem ecuatia noastra
modulo n unde n este puterea unui numar prim. De exemplu:

e n =2 gi n =5 nu e aduc nicio informatie.;

e n = 3 arata ca a este impar;

e n =4 arata ca b este par;

e n. = 7 nu ne aduce nicio informatie usor de interpretat;

e deoarece a este impar, iar b este par, analiza modulo n = 8 ne arata ca c este
par.

Fie atunci f = b/2 g1 v = ¢/2. Doi dintre cei trei termeni ai ecuatiei noastre sunt
patrate perfecte, ceea ce ne permite sa obtinem descompunerea

2021 = 43" - 47* = (3% . 57)?2 —4 = (37 . 57 — 2)(3° - 57 + 2).

Deoarece numerele 3°-57 —2 si 37.57 +2 sunt doua numere impare a caror diferenta
este 4, cele doua numere sunt prime intre ele, astfel ca unul singur dintre ele este
divizibil cu 43% si unul singur este divizibil cu 47*. Sunt, apriori, posibile mai multe
cazuri:

o daca 47 divide 3° - 57 — 2, atunci 47¢ divide 37 - 57 — 2, deci 47 < 3% .57 — 2 <
38 .57 +2 < 43% ceea ce nu se poate;

o daca 43 si 47 divid 3% - 57 + 2, atunci 3% - 57 42 =43%-47% 5 3% - 57 —2 =1,
ceea ce nu se poate deoarece 3° - 57 —2>3.5—2=13.

Ramane ca 47 divide 3° - 57 4 2, iar 43 divide 37 - 57 — 2, adica 37 - 57 +2 = 47°
38.57—2 = 437, ceea ce implica 47¢—43% = 4. Dar 4 = 47°—43% > 47-43°"1 —43°
4-43°1 decia = 1.

In concluzie, singura solutie a problemei este (1,4, 2).

Il .



