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1. Fie n = 2021. Demonstrati ca numarul 32"+ 4 272 este divizibil cu 35.

2. Fie n si k doua numere naturale, cu n > 3. Théo organizeaza alegerile pentru
reprezentantii clasei sale care are n elevi: fiecare elev trebuie sa voteze pentru unul
dintre colegii sai (toti elevii din clasa pot fi votati) si nimeni nu se poate vota pe
sine Insusi. Apoi Théo imparte elevii in grupe astfel incat, daca un elev se afla
intr-una dintre grupe, elevul pe care acesta l-a votat se afla intr-o alta grupa.
Pentru ce valori ale lui k este Théo sigur ca poate imparti elevii in cel mult k£ grupe,
indiferent de modul in care au votat elevii?

3. Sirul aq, a9, as, ... este definit in felul urmator: a; = 63 gi, pentru orice numar
natural n > 2, a,, este cel mai mic multiplu al lui n care este mai mare sau egal ca
a,—1. Demonstrati ca termenii sirului sunt diferiti doi cate doi.

4. Fie PP, ... P91 un poligon convex cu 2021 de laturi cu proprietatea ca, pentru
fiecare varf P;, cele 2018 diagonale care pleaca din P; impart unghiul P; in 2019
unghiuri egale. Demonstrati ca P P; ... Py, este un poligon regulat, adica un
poligon care are toate unghiurile de aceeeasi masura si toate laturile de aceeasi
lungime.

Timp de lucru: 4 ore



Solutii:
1. Fie n = 2021. Demonstrati ca numarul 32"+ 4 272 este divizibil cu 35.

Solutia 1: Vom demonstra ca numarul S,, = 32"+ 4 27+2 este divizibil cu 5 si cu
7 atunci cand n = 2021.

Se verifica imediat ca S, =9"-34+2"-4=2"-342"-4=2"-7=0 (mod 7)
(asta pentru orice n) si ca, daca n =1 (mod 4), atunci 9" - 3 are ultima cifra 7, iar
272 are ultima cifra 8, deci S,, are ultima cifra 5, ceea ce arata ca, pentru n = 1
(mod 4) (in particular pentru m = 2021), S, este multiplu de 5.

Solutia 2: Din mica teoremd a lui Fermat avem cia 2* = 3* = 1 (mod 5).
Cum 2n + 1 = 4043 = 3 (mod 4) si n + 2 = 2023 = 3 (mod 4), deducem ca
s, =3 +23=35=0 (mod 5).

De asemenea, mica teorema a lui Fermat ne aratd ca 2° = 35 = 1 (mod 7).
Cum 2n +1 = 4043 = —1 (mod 6) si n + 2 = 2023 = 1 (mod 6), deducem ca
S—n=3"+2=245=0 (mod 7).

In concluzie, S, este divizibil sicubsicu7, decicu 35.

2. Fie n si k doua numere naturale, cu n > 3. Théo organizeaza alegerile pentru
reprezentantii clasei sale care are n elevi: fiecare elev trebuie sa voteze pentru unul
dintre colegii sai (toti elevii din clasa pot fi votati) si nimeni nu se poate vota pe
sine Insusi. Apoi Théo imparte elevii in grupe astfel incat, daca un elev se afla
intr-una dintre grupe, elevul pe care acesta l-a votat se afla intr-o alta grupa.
Pentru ce valori ale lui k este Théo sigur ca poate imparti elevii in cel mult k£ grupe,
indiferent de modul in care au votat elevii?

Solutie:

Vom demonstra ca sunt necesare 3 grupe, apoi ca Théo se poate intotdeauna des-
curca sa faca 3 grupe. Concluzia este ca orice k > 3 satisface conditiile problemei.
Daca A, B si C sunt trei dintre elevii clasei si A il voteaza pe B, B 1l voteaza pe
C gi C il voteaza pe A, atunci elevii A, B si C trebuie sa faca parte din trei grupe
diferite, deci sunt necesare (cel putin) 3 grupe.

Vom demonstra prin inductie dupa n, numarul elevilor, ca elevii clasei pot fi
impartiti in 3 grupe astfel incat nimeni sa nu fie in aceeasi grupa cu elevul pe
care l-a votat, si asta chiar gi daca modificam regulile votarii si permitem si voturi
nule (unii elevi nu voteaza pe nimeni).

Pentru n = 3 este clar ca 3 grupe sunt suficiente: plasam fiecare elev singur in cate
o grupa.

Presupunem afirmatia de mai sus adevarata pentru o clasa cu n elevi (n > 3). Sa
o demonstram pentru o clasa cu n + 1 elevi. Deoarece sunt n + 1 elevi care au
primit in total cel mult n + 1 voturi, va exista un elev care a primit cel mult un
vot. Alegem un asemenea elev, Ana. O scoatem, momentan, pe Ana din clasa.



Daca exista vreun elev care a votat-o pe Ana, 1i anulam votul. Fiecare din cei n
elevi ramagi, fie a votat un alt elev din cei n, fie a dat un vot nul (nu a votat pe
nimeni). Din ipoteza de inductie, acesti n elevi pot fi impartiti in 3 grupe astfel
incat in niciuna dintre grupe sa nu existe doi elevi dintre care unul l-a votat pe
celalalt. Acum o chemam inapoi pe Ana. Sunt cel mult doua grupe in care n-o
putem pune pe Ana: cea care il contine pe elevul care a votat-o pe Ana (daca
exista) gi cea care contine elevul votat de Ana (daca exista). Oricum, ramane (cel
putin) o grupa in care sa o puna pe Ana.

3. Sirul aq, as, as, ... este definit in felul urmator: a; = 63 si, pentru orice numar
natural n > 2, a,, este cel mai mic multiplu al lui n care este mai mare sau egal ca
a,—1. Demonstrati ca termenii sirului sunt diferiti doi cate doi.

Solutia 1:

Este evident ca a,, > a,_; pentru orice n, adica sirul este crescator. Ramane sa
aratam ca este strict crescator.

Calculam cativa termeni: ay; = 64, az = 66, ay = 68, a5 = 70, ag = 72, ag = 80,
a9 = 81, a190 = 90, ajp = 997 19 = ].08, 13 = 117.

Observam ca, pentru n > 9, pare sa fie adevarat ca a, = 9n. Vem demon-
stra acest lucru prin inductie. Pentru n = 9 am vazut deja ca afirmatia este
adevarata. Apoi, daca pentru un n > 9 avem a,, = 9n, atunci 8(n + 1) < 9n,
deci ap11 = 9(n + 1) >> 9n. Inductia este, astfel, incheiata. Examinand primii
9 termenise vede ca sirul este strict crescator, deci are termenii diferiti doi cate doi.

Solutia 2:

Ca la solutia 1, girul este crescator. Pentru a arata ca a,, # a,1, trebuie sa aratam
ca nu se poate ca a, sa fie divizibil si cu n, si cu n + 1, adica sa fie divizibil cu
n(n + 1). Verificam acest lucru pentru n < 9. Apoi, aratam prin inductie ca
a, < n(n+1),Vn > 9, de unde concluzia. Din n + 1 numere consecutive, unul
este divizibil cu n+1, deci a1 < ap+n <n(n+1)+n =n(n+2) < (n+1)(n+2).

4. Fie P, P, ... Pyyy1 un poligon convex cu 2021 de laturi cu proprietatea gé, pentru
fiecare varf P, cele 2018 diagonale care pleaca din P; impart unghiul P; in 2019
unghiuri egale. Demonstrati ca Py P; ... Py este un poligon regulat, adica un
poligon care are toate unghiurile de aceeeasi masura si toate laturile de aceeasi
lungime.

Solutie:

Vom nota n = 2019 si a; = =-m(<P;). Fie Py, Poy1, Piyo, Pits §i Prya cinci varfuri
consecutive, indicii fiind luati modulo n + 2. Scriind suma masurilor unghiurilor
in triunghiurile Py Pyy1Prio, PiPri1Pras $i PrPri1 Prra, obtinem relatiile:

ap + nag1 + A2 = 180° (1)
2a, + (n — 1)ags1 + agys = 180° (2)
Sak + (n — 2)ak+1 + A4 = 180° (3)
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Scazand ecuatia (2) din ecuatia (1) obtinem agyq + agie = ar + agrs, adica
Ag4+1 — A = Q43 — Ag42-

Scazand ecuatia (3) din ecuatia (2) obtinem agy1 + ari3 = ap + agiq, adica
Af+1 — Qg = Q44 — Af43-

Deducem ca ayyq — ap13 = api3 — agso pentru orice k, adica diferenta dintre ori-
care doua unghiuri consecutive a; i a;1; este o constanta c. Atunci a;4, = a; + kc
pentru orice 7 si k. In particular, a; = ani3 = a1 + (n+ 2)e, deci ¢ = 0. Astfel,
toate unghiurile poligonului nostru sunt egale.

Triunghiul P;P;,, P, o are unghiurile P; si P;,o egale, deci este isoscel. Rezulta ca
PP,y = P, 1P, 5. Asadar oricare doua laturi succesive sunt egale, prin urmare
toate laturile poligonului sunt egale. Conchidem ca poligonul este regulat.
Varianta: Din (1) si (2) deducem, ca mai sus, ca ag1 — ay = a3 — agro, de unde
rezulta imediat ca ag; — agj—1 = ¢ pentru orice j. Dar indicii sunt luati modulo
n+ 2 care este impar, deci va rezulta ca avem §i ass11 — ags = ¢ pentru orice s. De
aici se continua ca mai sus.

Alternativ se puteau folosi tehnici de siruri recurente (de clasa a IX-a, care

depagesc programa olimpiadelor de juniori):

relatia (1) este o recurenta liniara neomogena. Orice sir care o verifica este suma

dintre un sir care verifica recurenta omogena by +nby1+br2 = 0 si un gir particular

care verifica recurenta neomogena (1). Pentru a rezolva recurenta omogena, aso-

—n+tvn?—4
5 .

Atunci b, = clt’f + 02t§, unde c1,co € R sunt arbitrare. O solutie particulara a

ciem acesteia ecuatia de gradul IT 1+ nt+* = 0, cu solutiile ¢; , =

. . 180 .
recurentei neomogene este sirul constant — astfel ca ap = 1t} + coth + ——.
n n

Stim ca sirul nostru trebuie sa fie periodic de perioada n + 1, deci marginit. Cum

—n —+/n?—4

t1 = < —1, pentru ca girul sa fie marginit trebuie ca ¢; = 0. Dar

180
n+2
deci toate unghiurile sunt egale. Apoi, ca mai sus, se arata ca si laturile sunt egale,
deci ca poligonul este regulat.

sirul a; = czté” + este periodic numai daca ¢y = 0. Deducem ca a;, =
n



