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1. Fie x si y doua numere reale. Notam
M =max{zy+1, zy —x —y+3, —2zy+z+y+2}

Demonstrati ca M > 2 gi determinati cazurile de egalitate.

2. In tren, cand se intorc de la EGMOnd an Zee, Clara si Edwige joaca urmatorul
joc. Initial, numarul n = 1-2-...-20 este scris pe o foaie de hartie. Apoi, incepand
cu Clara, fiecare fata, atunci cand e la rand, inlocuieste numarul n printr-unul din

n v . A . . .
numerele 10’ unde k este un numar natural cuprins intre 1 i 9 inclusiv.

Prima jucatoare care scrie un numar neintreg pierde, iar adversara ei castiga.
Clara si Edwige sunt doua jucatoare redutabile, prin urmare ele joaca de o maniera
optimala. Care dintre ele va cagtiga?

3. Determinati toate numerele naturale x, y si z pentru care

45 — 6Y = 2019%.

4. Fie ABC un triunghi si I' un cerc care trece prin punctul A. Presupunem ca I’
intersecteaza din nou segmentele [AB] si [AC] in doua puncte, pe care le numim
D, respectiv E si ca I' taie segmentul [BC] in doua puncte, pe care le numim F i
G, astfel ca F' sa se afle intre B i G. Fie T punctul de intersectie dintre tangenta
in F' la cercul circumscris lui BDF' si tangenta in G la cercul circumscris lui CEG.
Demonstrati ca, daca punctele A si T sunt distincte, atunci dreptele AT si BC
sunt paralele.

Timp de lucru: 4 ore



Solutii oficiale:

1. Fie x si y doua numere reale. Notam
M =max{zy+1, zy —x —y+3, —2zy+z+y+2}.

Demonstrati ca M > 2 gi determinati cazurile de egalitate.

Solutie: Avem M > zy+1, M >xy—x—y+3si M > —2zy+x +y+ 2 care,
adunate, conduc la 3M > 6, deci la M > 2.

Egalitatea are loc daca si numai daca toate cele trei inegalitati de mai sus sunt sa-
tisfacute cu egalitate, adica daca xy+1 = 2, xy—z—y+3 = 251 —2xy+ar+y+2 = 0.
Relatia a doua se scrie (z — 1)(y — 1) = 0, adicda x = 1 sau y = 1. Prima relatie
implica in ambele cazuri z =y = 1.

Reciproc, pentru x = y = 1 avem intr-adevar M = 2, fiecare din cele trei numere
fiind egal cu 2.

2. In tren, cand se intorc de la EGMOnd an Zee, Clara si Edwige joaca urmatorul
joc. Initial, numarul n = 1-2-...-20 este scris pe o foaie de hartie. Apoi, incepand
cu Clara, fiecare fata, atunci cand e la rand, inlocuieste numarul n printr-unul din

n o . C oA .
numerele 10’ unde k este un numar natural cuprins intre 1 i 9 inclusiv.

Prima jucatoare care scrie un numar neintreg pierde, iar adversara ei castiga.
Clara si Edwige sunt doua jucatoare redutabile, prin urmare ele joaca de o maniera
optimala. Care dintre ele va castiga?

Solutia 1: Ne vom ocupa de numarul n scris pe foaie in momentul in care
jucatoarea X se pregateste sa mute, si asta inainte ca jocul sa se termine.
Descompunem (partial) numarul n ca produs de factor primi: n = 2%-5Y-m, unde
x g1 y sunt numere naturale, iar m este un numar natural nenul, prim cu 2 si cu 5.
Vom demonstra prin inductie dupa n proprietatea P(n): jucatoarea X va pierde
daca si numai daca x si y sunt ambele pare si va castiga in caz contrar.

Pentru inceput, sa observam ca P(1) este evidenta deoarece X va trebui sa inlocu-

: : L. :
iasca numarul n» = 1 cu un numar cuprins intre — si deci neintreg.

10 7 107
Fie acum n > 1 un numar natural arbitrar. Presupunem adevarate afirmatiile
P(1), P(2), ..., P(n) si demonstram ca si P(n + 1) este adevarata.

e Daca = si/sau y este impar, notam cu 7 si s resturile lui x si y modulo 2.

C .y N . o v n
Atunci jucatoarea X inlocuieste numarul n cu numarul n’ = TR Deoarece

n' = 277" . 5Y=% . m, proprietatea P(n’) garanteaza ca adversara lui X va pierde.
e Daca x si y sunt pare, presupunem ca X inlocuiegte numarul n printr-un numar
n’ (ea poate face acest lucru numai daca x > 1 gi y > 1). Daca X inlocuiegte

v v n - . ¥
numarul n cu numarul n’ = 5 = 2771 . 5Y . m, atunci P(n') arati ca adversara



lui X va cagtiga. Daca X alege sa faca o alta mutare, putem scrie numarul n’ sub
forma n/ = 2% - 5¥~! . m/ (cu m’ prim cu 2 si cu 5): oricare ar fi valorile lui 2’ si
m’, proprietatea P(n') arata ca adversara lui X va pierde.

Avem de stabilit soarta jocului pentru n = 20!. Se constata usor ca 20! = 218.5%.m,
unde m = 3% -72-11-13-17-19. Deoarece Clara muta prima, Edwige va fi cea
care va cagtiga.

Solutia 2: Vom furniza din nou o strategie castigatoare pentru Edwige, usor
diferita de cea de mai sus. Aceasta strategie este foarte simpla (chiar daca a
demonstra ca ea functioneaza nu este la fel de simplu): daca Clara tocmai a trans-

n . .
format numarul n intr-un nou numar, n’ = 0 atunci Edwige transforma n’ in
"n_ k_n/
10
Pentru a demonstra ca aceasta strategie 1i permite lui Edwige sa castige, deoarece
partida poate dura cel mult 20! =1-2-...-20 de mutari, este suficient sa demon-

stram ca n” este mereu un numar intreg. Astfel, Edwige, avand mereu mutare, nu
poate pierde, deci ea va castiga.

Mai intai constatim c& numarul natural 20! este egal cu u® - v, unde am notat
w=2%-3*.5%-7 iar v = 11-13-17-19. Vom arita ca, daca Edwige aplica strategia
de mai sus, atunci fiecare numar pe care ea il lasa Clarei va fi de forma n = 42 - v,
unde u este un numar natural, iar v = 11-13-17-19. La inceputul jucului, lucrurile
stau deja asa. Apoi, daca Clara transforma un numar n = 42 - v intr-un alt numar,

/ A\ 2
;o ' <k:u> -v. Trebuie,

n' = —, Edwige va transforma n’ in numarul n” = 0

10 10
U

daci, sa demonstram ca numarul 0 este intreg, adica 2 si 5 il divid, ambele, pe

k.

Cum n' este un numar natural, iar 10n’ = kn = kv, stim ca 2 si 5 1l divid,

ambele, pe kt?v. Ori 2 nu il divide pe v, deci divide k sau @, deci divide si k@. La

fel, 5 nu il divide pe v, deci divide k sau u, deci divide si k.

Aceasta incheie demonstratia noastra.

3. Determinati toate numerele naturale x, y si z pentru care
45 — 6Y = 2019°.

Solutie:
Incepem prin a descompune fiecare termen in produs de factori primi. Ecuatia
devine atunci

3% .5 —3Y.92Y = 3. 673"

Vom trata acum diversele cazuri:
e Dacd y > 2z, atunci 3% - 673 = 3**(5% — 3¥=2% . 2¥). Teorema lui Gauss indica



atunci ca 3% divide 3% (ciici 5% — 3Y72% . 2¥ nu este divizibil cu 3, deci este prim
cu 37) si cd 3%* divide 37 (cdci 673% nu este divizibil cu 3, deci este prim cu 327).
Deducem de aici ca z = 2z, iar ecuatia devine 673%® = 5% — 3¥=2% . 2. Dar, cum
673%¢ > 5%, aceasta ecuatie nu are solutii, deci acest caz este imposibil.

e Dacd y = 2z, atunci 37-673* = 3**(5” — 2¥). Ca mai sus, teorema lui Gauss arata
ca 3% divide 3%. Deducem ca 2z < z si ecuatia devine 3*72 . 673* = 5% — 2¥. Dar,
cum 673% > 5% > 57 aceasta ecuatie nu are solutie, deci acest caz este imposibil.
e Dacd y < 2z, atunci 3% - 673% = 3¥(32*7¥ - 57 — 2¥). O dat4 in plus, cum nici 6732
si nici 3%227Y . 5% — 2¢ nu sunt divizibile cu 3, teorema lui Gauss arati ci 3% si 3¥ se
divid reciproc. Deducem c& z = v, iar ecuatia devine 673Y = 32*7Y . 5% — 2V,
Distingem atunci mai multe subcazuri:

— Daci y = 0, ecuatia devine 2 = 3%* - 5% care, desigur, nu are solutii.

— Daci y = 1, ecuatia devine 675 = 32*1 . 5%, Cum 675 = 33 - 52, deducem
existenta solutiei (z,y,2) = (2,1,1).

— Daca y > 2, consideram ecuatia noastra modulo 4: ea devine 1 = 3Y (mod 4),
ceea ce arata ca y este par.

Apoi, deoarece avem in mod necesar x > 1, considerand ecuatia modulo 5, aceasta
devine (—2)Y = —2Y (mod 5), ceea ce arata ca y este impar. Asadar, ecuatia nu
admite nicio solutie in acest subcaz.

n’admet donc aucune solution dans ce sous-cas. Unica solutie a ecuatiei este deci
tripletul (2,1,1).

Solutia alternativa nr. 1: Putem trata impreuna cazurile y > 2z §i y = 22
reluand argumentele mentionate mai sus intr-o ordine usor diferita.

Mai intai, cum 2019* < 45% < 20197, deducem ca z < . In plus, daca vreunul din
numerele 2z, y si 2z este strict mai mic decat celelalte doua (il vom nota pe acesta
t), atunci numarul 3% - 5% — 3¥ - 2¥ — 37 . 6737 nu este divizibil cu 3! ceea ce
este imposibil fiindca ar trebui sa fie egal cu 0. Deoarece stim deja ca z < zleq2z,
deducem ca y = z, decicay = z < x.

Solutia alternativa nr. 2: Vom lucra direct pornind de la ecuatia 45 — 6Y =
2019%. Mai intai, deoarece 45° > 20197 stim ca x > 1. Considerata mod-

ulo 5, ecuatia se rescrie —1 = —1¥ = (—1)* (mod 5). Rezulta ca z este im-
par. Apoi, considerand ecuatia modulo 4, cum z este impar, aceasta se rescrie
1—2Y=45"—6Y =2019° = (—1)* = —1 (mod 4). Rezulta de aici ca y = 1.

In fine, cum z > 1, considerand ecuatia modulo 9, acesta se rescrie 3 = 45*—6Y = 37
(mod 9). Deducem ca z = 1.

Ecuatia devine atunci 45% = 6Y + 20197 = 2025 = 452, iar tripletul (z,y,2) =
(2,1,1) este solutie a ecuatiei din enunt.

~

In concluzie, unica solutie este tripletul (2,1, 1).

4. Fie ABC un triunghi si I' un cerc care trece prin punctul A. Presupunem ca I'
intersecteaza din nou segmentele [AB] si [AC] in dou& puncte, pe care le numim

4



D, respectiv E si ca I taie segmentul [BC] in doua puncte, pe care le numim F i
G, astfel ca F' sa se afle intre B gi G. Fie T punctul de intersectie dintre tangenta
in F' la cercul circumscris lui BDF' si tangenta in G la cercul circumscris lui CEG.
Demonstrati ca, daca punctele A si T sunt distincte, atunci dreptele AT si BC
sunt paralele.

Solutie: incepem prin a face o figura.

A T

B F G C

O prima remarca frapanta este ca T pare sa fie situat pe cercul I'. Dupa ce ne-am
convins gi pe o a doua figura ca intr-adevar asa este, ne grabim sa demonstram
acest prim rezultat. In acest scop pornim la vanatoare de unghiuri, folosind con-
ciclicitatea si teorema unghiului la centru in cazul limita al tangentei. Avem:
m(<FTG) = 180° — m(<TGF) — m(<TFG) = 180° — 1 m(CG) — L m(FB) =
180° — m(<«CEG) — m(<FDB) = 180° — m(<ADG) — m(<FDB) = m(<GDF),
ceea ce arata ca punctul 7' se gaseste pe cercul I'.

Consideram numai cazul in care oridinea punctelor pe cercul I' este A, F,G,T.
Cazul in care ordinea este A, T, F, G este analog.

Avem <TAE = <TGE = <GCE, deci TA || BC.



