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1. Fie A, B, F si P patru puncte, distincte doua cate doua, astfel incat P sa fie
mijlocul segmentului [AF], iar B sa apartina segmentului [AP]. Fie wy §i wy doua
cercuri care trec prin A i B. Notam cu t; si t; tangentele din A la wy, respectiv
wy. Fie C punctul de intersectie, diferit de A, dintre t5 si wy si fie Q punctul de
intersectie, diferit de C, dintre ¢ si cercul circumscris triunghiului BCE. Analog,
fie D punctul de intersectie, diferit de A, dintre ¢; si ws, §i fie R punctul de
intersectie, diferit de D, dintre ¢; si cercul circumscris triunghiului BDE.
Demonstrati ca punctele P, () si R sunt coliniare.

SOLUTIE (Mihai Miclita): Avem (v.Fig.):
ARN(0,)={4} = DAB = ACB

7 \ S DAB=0QEA < AR| EQ
EBCQ —inscriptibil = ACB = QEA
A40N(0,)={4y=CAB=BDA| _— __

(0:) ——} CAB = AER < AQ|| ER

—

DBER — inscriptibil = BDA = AER

= AQER — paralelogram
= Pc[OR].m
[PA]=[PE]; P e[AE]
Solutia oficiala foloseste unghiuri orientate. Are avantajul cd nu mai este nevoie
sa studiem cazuri, in functie de ordinea punctelor A, D, R de pilda. Insa oricum,
toate aceste cazuri sunt analoage.



2. a) Determinati cel mai mic numar natural k > 1 care are urmatoarea proprie-
tate: pentru orice numere naturale nenule x si y astfel z divide 32 si y divide 22,
produsul zy divide (z + y)*.

b) Determinati cel mai mic numar natural ¢ > 1 care are urmatoarea proprietate:
pentru orice numere naturale nenule z, y si z astfel z divide 3?2, y divide 22 si 2
divide x2, produsul zyz divide (z + y + 2)*.

Solutie:

Sa observam de la inceput ca daca numarul k are proprietatea dorita, atunci orice
numar natural £ > k va avea si el respectiva proprietate. intr—adevér, daca xy
divide (x + y)*, atunci zy divide si (z + y)¥', oricare ar fi & > k. Prin urmare, ne
este suficient sa gasim un numar natural k care are proprietatea dorita, dar pentru
care k — 1 nu are aceasta proprietate. Acest demers functioneaza si la punctul b).

a) Pentru k = 1 este usgor de gasit un contraexemplu, de exemplu unul cu x = y.
Putem alege v =y = 3.

Pentru £ = 2 nu mai sunt contraexemple cu z = y, dar putem gasi x = 3, y = 9
saux =4,y =8.

Pentru £ = 3 nu mai gasim contraexemple, asa incat banuim ca pentru k& = 3
2 2

x
proprietatea are loc. Daca notam a = L si b = —, stim ca a,b € N. Din
z Y

ar = y* §i by = 2? rezultd ab = wy. Atunci (v +y)® = 2® + 3 + 3zy(r + y) =
bry + axy + 3xy(x + y) este evident divizibil cu zy. Asadar, cel mai mic k care are
proprietatea din enunt este k£ = 3.

b) Pentru valori mici ale lui £ ciutam contraexemple cu z = p?, y = p?, z = p, unde
p este un numar prim. Aceste numere satisfac conditiile z divide 2, y divide 22 si 2
divide 22, deci este necesar la produsul lor, p” sa divida (p*+p?*+p)* = p*(p>+p+1)~.
Cum numarul din paranteza nu este divizibil cu p, este necesar ca ¢ > 7.

2 52 72

G A o o v 9 Y .
Ramane sa demonstram ca daca a = =—, b = — si ¢ = — sunt numere naturale,
x Y z

atunci xyz divide (z +y + 2)7. Sa observam c& y? = az, 2* = by, ? = cz implica
ryz = abc. Dacd ne-am pune si desfacem parantezele la (z + y + 2)” am obtine
o multime de termeni (37) de forma z“y’z%, unde u,v,w € N, u +v +w = 7.
Evident, zyz divide fiecare termen in care w,v,w > 1. Sa demonstram ca xyz
divide 2%y"~* oricare ar fi u € {0,1,2,...,7}. Pentru u € {3,4,5,6} avem xz | 23
siy |y~ Pentruu =0 avem z | y? si 2 | 2% implicd z | y*, deci zyz | y*. Pentru
u = 1si u = 2 proceddm la fel obtinand z | y*, deci zyz | zy°. Pentru u = 7 se
procedeaza ca la u = 0.

In concluzie, cel mai mic £ cu proprietatea din enunt este £ = 7.

3. O clasa are n elevi. Oricum am alege doi elevi, exista cel putin unul care a
fost invitat la pranz de catre celalalt. Dispunem, in plus, de informatia urmatoare:



pentru orice elev E, exact jumatate din elevii care l-au invitat pe E la pranz au
fost, la randul lor, invitati de catre E la pranz.
Determinati toate valorile posibile ale lui n.

Solutie:
Fie Ey, Es, ..., E, elevii nostri. Notam cu a; numarul elevilor la care E) a pranzit
si cu by numarul elevilor care au pranzit deja la Ey. Enuntul ne spune ca acesti by

elevi sunt, pe de-o parte, cei n — 1 — ay, elevi la care Ej nu a pranzit si, pe de alta
a a
parte, Ek elevi la care Fj, a pranzit, astfel ca by =n —1 — Ek

Vom numara acum in doua moduri numarul total de pranzuri servite la altcineva
acasa, P. Pe de o parte este suma ocaziilor in care un elev a pranzit la un coleg,
adica P = a; +as+ ...+ a,. Pe de alta parte, P este totodata suma numarului de
ocazii in care un elev a invitat un coleg la pranz, astfel ca P = by + by + ... + b,,.
Deducem ca

P:Zbkzz<n—1—%):n(n—l)—%Zak:n(n—l)—g,

k=1 k=1 k=1

de unde 3P = 2n(n — 1), deci 3 divide n sau 3 divide n — 1. Vom trata separat

aceste doua cazuri.
v .. n— 2 . . . ..
e Daca 3 dividen—1, fie / = . In continuare vom identifica elevii cu numerele

0,1,...,n—1 considerate modulo n: elevul 0 coincide cu elevul n, elevul 1 cu elevul
n + 1, etc. O maniera de a obtine situatia descrisa in enunt, este ca fiecare elev k
sa pranzeasca la elevii k+ 1, k+2, ..., k4 2¢ (adica la 2¢ elevi) i sa primeasca la
pranz elevii k — 2¢, ... k— 1. intr—adevér, cum —2¢ = ¢+ 1 (mod n), elevii care
l-au invitat pe k la pranz sunt elevii k + ¢+ 1, ..., k+ 2¢ (adica ¢ elevi).

o .. o n o o . e ..
e Daca 3 divide n, notam ¢ = 3 De aceasta data identificam elevii nu numerele

0,1,...,n — 2 considerate modulo n — 1, plus un elev special pe care il vom nota
cu X. Convenim ca X invita pe toata lumea la pranz dar nu merge la pranz la
nimeni, in timp ce oricare alt elev, k, va merge la pranz la k+1, ..., k+2( —1
si X (adica la 2¢ elevi) gi va primi la pranz elevii k —2¢ + 1, ..., k — 1. De asta
data, cum —2¢+ 1 = ¢ (mod n — 1), elevii care l-au invitat pe k la pranz si au si
pranzit la el sunt elevii k + ¢, ..., k+ 2¢ — 1 (adica ¢ elevi).

In concluzie, valorile posibile ale lui n sunt toate cele pentru care n % 2 (mod 3).

4. Fie a, b si ¢ numere reale pozitive astfel incat a + b + ¢ = 3. Demonstrati ca
a'? + b2 + ¢ + 8(ab + be + ca) > 27

si gasiti cazul de egalitate.



Solutie:
Fie S = a'? 4+ b2 + ¢'? + 8(ab+ bc + ca) — 27. Vrem si demonstram ca S > 0. Mai
intai, cum a + b + ¢ = 3, deducem ca

S=@+b"+c?)+4((a+b+¢)* = (a®+ 0>+ %)) — 27 =

(@ 40 4 ¢12) —4(? £ P+ )+ 9= fla) + F(0) + (0,

unde am notat cu f(t) = t'? — 4¢* + 3.

Conform inegalitatii mediilor, avem pentru orice t > 0,

243 =t2 4+ 14+ 14+1>4VH2-1-1-1 =483 deci f(t) > 4(3 —t2).

Dar tripletele (a,b,c) si (a?,b% ¢?) sunt la fel ordonate, deci, potrivit inegalitatii
lui Cebasev,

(a+b+c)(a®+ b* + ¢?)
3

a+ v+ 3> =a?+ b+ A

Deducem ca
S>4(a® + b+ ) —4(a® +b* + *) >0,

de unde concluzia.
Egalitatea are loc daca a = b =c = 1.

Remarci: Ca mai sus, folosind inegalitatea lui Cebasev, se arata ca daca a, b, ¢ > 0,
a+0b+c=3, atunci a* + V¥ 4 FH > aF b8 + cF V¥, k> 0. Astfel, cu cat k
este mai mic, cu atat inegalitatea a®*1 + b*1 4 k1 - 8(ab+be+ ca) > 27 este mai
tare. Pentru k = 2, inegalitatea a®+b® 4+ ¢+ 8(ab+bc+ ca) > 27 este falsd (alegeti
a=0b=1,4,¢=0,2). Pentru k = 3 inegalitatea a* + b* + c* 4+ 8(ab + bc+ ca) > 27
este adevarata (dar acest lucru nu se arata simplu).

Remarca: (Marius Valentin Dragoi)

Inegalitatea a®+b3+c® > a?+b*+c? se poate stabili si astfel: avem 3(a®+b*+c?)
(a+b+c)* =9, deci a®+b*+c* > 3, apoi 3(a* + b3 +?) = (a®+b°+ ) (a+b+c)
(a® + 0%+ c*)? > 3(a® + b* + ).
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