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1. Clara si Isabelle joacd urmatorul joc. La Tnceputul jocului, ele aleg un numair natural
n > 1, apoi pun n bomboane intr-o bombonierd. Apoi ele mutd alternativ, incepand cu
Clara. La fiecare mutare, dacd in bomboniera sunt kK bomboane, jucdtoarea aflatd la mu-
tare alege un numdr Z, prim cu k, astfel incat £ < k, apoi ea manancd £ bomboane din
bombonierda. Urmeaza la rand cealaltd jucdtoare. Jucdtoarea care mananca ultima bom-
boana céstigd partida. Pentru ce valori ale lui n dispune Clara de o strategie castigiatoare?

2. Fie ABC un triunghi si fie I cercul sdu circumscris. Fie P punctul de intersectie a
dreptei BC cu tangentain A laI". Fie D si respectiv E simetricele punctelor B si A fatad
de P. Fie apoi w, cercul circumscris triunghiului DAC si fie @, cercul circumscris tri-
unghiului AP B. Notdm cu F al doilea punct de intersectie a cercurilor o, si w, (F # A),
apoi notam cu G al doilea punct de intersectie a cercului @, cu dreapta BF (G # F)
Demonstrati cd dreptele BC si EG sunt paralele.

3. Fie n un numar natural nenul. Spunem despre o functie f : R — R cd este n-pozitiva
dacd, pentru orice numere reale x,, x,, ..., Xx,, cu proprietatea cd x;, + x, + ... + x, = 0,
are loc relatia f(x,) + f(x,) + ... + f(x,) > 0.

a) Este adevdrat cd orice functie 2020-pozitiva este si 1010-pozitiva?

b) Este adevirat cid orice functie 1010-pozitiva este si 2020-pozitiva?

4. Fie ay,a,, a,, ... un sir de numere naturale nenule si fie b, b;, b,, ... sirul definit prin

b, = c.m.m.d.c(a,,a,,,) pentru orice numdr natural n > 0. Este posibil ca orice numar
natural nenul s fie egal cu exact unul dintre termenii sirului by, b;, b,, ... 7

Timp de lucru: 4 ore



Solutii oficiale:

1. Clara si Isabelle joacd urmitorul joc. La inceputul jocului, ele aleg un numar natural
n > 1, apoi pun n bomboane intr-o bombonierd. Apoi ele mutd alternativ, incepand cu
Clara. La fiecare mutare, dacd in bombonierd sunt kK bomboane, jucdtoarea aflatd la mu-
tare alege un numdr £, prim cu k, astfel incat £ < k, apoi ea mdnancd £ bomboane din
bombonierd. Urmeaza la rand cealaltd jucdtoare. Jucdtoarea care manancd ultima bom-
boana castigd partida. Pentru ce valori ale lui n dispune Clara de o strategie castigitoare?

Solutie: Mai intéi, daci n este impar, Clara poate incepe prin a alege # = n — 2. Intr-
adevir, cum n este impar, se stie cd c.m.m.d.c.(n,n —2) = c.m.m.d.c.(n,2) = 1. Dar
atunci Isabelle se regiseste cu doud bomboane, deci este obligatd sa manance unul sin-
gur si sa i lase ultima bomboana Clarei, care astfel va castiga.

Dacd, dimpotriva, n este par, Clara este obligatd sd aleagd un numadr natural # impar, deci
eafi lasd k = n — £ bomboane lui Isabelle, numdrul natural k fiind, asadar, impar. Daca
k = 1, Isabelle a castigat deja, iar dacd k > 3, Isabelle poate copia strategia prezentatd
mai sus si manca k — 2 bomboane, asigurandu-si astfel victoria.

In concluzie, numerele »n cautate sunt numerele naturale impare.

2. Fie ABC un triunghi si fie I' cercul sdu circumscris. Fie P punctul de intersectie a
dreptei BC cu tangentain A laI'. Fie D si respectiv E simetricele punctelor B si A fatad
de P. Fie apoi w, cercul circumscris triunghiului DAC si fie @, cercul circumscris tri-
unghiului AP B. Notdm cu F al doilea punct de intersectie a cercurilor w, si w, (F # A),
apoi notam cu G al doilea punct de intersectie a cercului @, cu dreapta BF (G # F)
Demonstrati cd dreptele BC si EG sunt paralele.

Solutie: Si Tncepem prin a face o figura.!

ITratim numai cazul AB < AC; cazul AB > AC este similar; solutia oficiald pe care am adaptat-o,
lucreaza cu unghiuri orientate, acoperind astfel ambele cazuri.



O primd remarca pe care o putem formula este cd, deoarece P este mijlocul segmentelor
[AE]si[BD], patrulaterul ABE D est un paralelogram. Dreptele A B si D E sunt, asadar,
paralele si la fel si dreptele AD si BE.

O a doua observatie frapantd este cd E pare sd se afle pe cercul w,. Dupd ce am verificat
acest fapt si pe o a doua figurd, ne grabim sd demonstrdm acest prim rezultat. Pentru
aceasta, pornim o ,,vanitoare de unghiuri’:

4DEA =<EAB =<ACB = <4ACD.
Un calcul de unghiuri ne aratd atunci ca:
<CBG = <PBF = 4PAF = <EAF = <EGF,

ceea ce arata cd dreptele BC si EG sunt paralele.

Varianta cu unghiuri orientate:

Avem (EA,ED) =(EA,AB)=(CA,CB) = (CA,CD), deci E € w,, apoi
(BC,EG) =(BC,BG)+ (BG,EG)=(PB,BF)+ (GF,GE) =(PA,AF) +
(AF,AFE) =0° aratd ca BC || EG.

3. Fie nun numadr natural nenul. Spunem despre o functie f : R — R cid este n-pozitiva
dacd, pentru orice numere reale x,, x,, ..., x,, cu proprietatea cd x;, + x, + ... + x, = 0,
are loc relatia f(x,) + f(x,) + ... + f(x,) > 0.

a) Este adevarat ca orice functie 2020-pozitiva este si 1010-pozitiva?

b) Este adevarat cd orice functie 1010-pozitiva este si 2020-pozitiva?

Solutie: La ambele subpuncte notim n = 1010.

a) Fie f o functie 2n-pozitivd si fie x, x,, ..., x, numere reale cu x; + x, + ... + x, = 0.
Observand cd x; +x,+ ... +x,+x, +x,+... +x, = 051 f fiind 2n-pozitivd, constatdm
cd

0 < f(x)+S )+ L)+ )+f )+ +f(x,) = 2(F(x )+ )+ +f(x,)),

ceea ce aratd cd avem intr-adevar f(x,)+ f(x,)+...+ f(x,) > 0, adica f este n-pozitiva.
Réspunsul este, asadar, da !

b) Fie f functia definitd prin: f(x) = —1 daca x este un numar intreg cu proprietatea ca
x = 1 (mod 2n) si f(x) = nin caz contrar. Atunci f este n-pozitiva. Intr-adevir, fie
X1, %Xy, ....x, ERcux; +x,+...+x,=0.

« Dacd existd un numadr natural k pentru care f(x,) = n, cum f(x,) > —1, Vi # k, stim
cz“if(xl) + () + ...+ f(x)>f(x)—-(m-1)=1.

o In caz contrar, avem x, = 1 (mod 2n) pentru orice k, deci x; + x, + ... +x,=n %0
(mod 2n), astfel cd acest caz nu este posibil.

Pe de alti parte, functia f nu este 2n-pozitiva. Intr-adevir, daci x  =1-2nsix, =x; =
.. =Xy, = l,atunci x; +x, + ... + x,, = 0,dar f(x))+ f(x,)+ ...+ f(x,) =-2n <0.
Réspunsul este, asadar, nu !



4. Fie a\, a|, a,, ... un sir de numere naturale nenule si fie by, b,, b,, ... sirul definit prin
b, = c.m.m.d.c(a,, a,,,) pentru orice numdr natural n > 0. Este posibil ca orice numér
natural nenul s fie egal cu exact unul dintre termenii sirului by, b;, b,, ... 7

Solutie: Réspunsul este da !

In continuare, vom spune despre un sir (b,),, cd este agreabil dacd, pentru orice k > 0,
numerele b, si b, ,, sunt prime intre ele. Fiind dat un sir agreabil (b,),, definim a, = b,
st apoi a, = b, b,_, pentru orice k > 1. Constatdm atunci cd c.m.m.d.c.(ay, a;) = b si
cd c.mm.d.c(ag,a.,,) = b, - c.mm.d.c.(b,_,, b, ) = b, pentru orice k > 1. Asadar,
este suficient sd construim un sir agreabil (b,),, cu proprietatea cd orice numdr natural
nenul este egal cu exact unul dintre termenii sirului by, b, b,, ... .

In acest scop notdm, pentru orice k > 1, cu p, cel de-al k-lea numadr prim si cu g, cea de-
al k-lea numar compus (il includem aici si pe 1). Observdm cu usurintd cd p, > 2k — 1
sicdgq, <2k, decicdp, > g, — 1. Deducemcd q, < p, +1 < 2p, < 2p,,,, deci
c.mm.d.cp,q,) =cmmd.cp.,, q)=1.

Definim atunci by, = pyy1> baryr = Paryas bara = Goirr $1 Dagys = Goryo» PENLIU oOFice
k > 0. Mai intai, orice numar natural nenul este egal cu exact unul dintre termenii sirului
by, by, by, ... . In plus, pentru orice k > 0, avem:

e c.mm.d.c.(byy, by, = cmm.d.c.(Pyi Qo) = 1,

ec.mm.d.c.(by,,byz) = cmmd.cPyir, o) = 1,

ec.mm.d.c.(byr, bys) = c.mm.d.c(Gyy i Popsz) =1 81

e c.mm.d.c.(by s, by s) = cmm.d.c(qy s, Poyia) = 1.
Prin urmare, sirul (b, ), este un sir cu proprietdtile dorite, de unde concluzia.



