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1. Fie S o multime de numere intregi. Spunem ca S este nesumabila daca, ori-
care ar fi intregii x §i y apartinand lui S, suma x + y nu apartine lui S. Pentru
orice numar natural n > 1, notam cu s, numarul de submultimi ale multimii
{1,2,...,2n} care sunt nesumabile. Demonstrati ca s, > 2".

Solutie: Fie S o submultime a multimii {n + 1,n + 2,...,2n}. O asemenea
submultime este nesumabila deoarece, pentru x,y € S, avem x +y > 2(n + 1) >
2n > z. Ori multimea {n+1,n+2,...,2n} are 2" submultimi. deducem ca s,, > 2".

Remarca: Se poate demonstra ca 2"T! < s, < 2"+ pentru orice n > 3.

Prima inegalitate se poate demonstra astfel: pentru fiecare k € {1,2,...,n},
consideram submultimile lui {k,k + 1,...,2k — 1} care il contin pe k. Fiecare
submultime este numarata o singura data, dupa cel mai mic element al ei. Toate
aceste submultimi sunt nesumabile. Asemenea submultimi, cu k£ cel mai mic el-
ement, sunt 2¥~1. Obtinem astfel 1 +2 + 22 4+ ... + 277! = 2" — 1 submultimi
nesumabile, altele decat cele care au intervenit in solutie.

Daca mai adaugam multimea nesumabila {1,3} care nu a fost luata in considerare
pana acum, avem deja 2" submultimi nesumabile.

2. Fie m si n dou# numere naturale. Demonstrati ca n! # m? 4 2019.

Solutie: Presupunem ci m,n € N verificad n! = m? + 2019. Din n! > 2019 rezulta
n > 7, deci 9 | n!. Cum 2019 = 3 (mod 9), rezulta cd m* = 3 (mod 9), ceea ce

este imposibil: dacd 3 | m?, atunci 9 | m?, contradictjie.

3. Fie ABC un triunghi gi fie M piciorul medianei din A. De asemenea, fie ¢,

bisectoarea lui AM B si £. bisectoarea lui AMC. In sfargit, fie B’ proiectia lui B
pe ¢, C’" proiectia lui C' pe £, si fie A’ punctul de intersectie a dreptelor AM si
B'C’'. Demonstrati ca A’B' = A'C".

Solutia 1: Fie o = m(<AMB’) si f = m(<<AMC"). Din constructie, 2(a + ) =
180°, deci m(<«B'MC") = a+ = 90°. Rezulta ca m(<«B'BM) = fsim(C'CM) =
a. Atunci triunghiurile B’"BM si C'MC sunt congruente (ULU). Deducem ca
BB' = MC'" si CC" = MB’, deci si triunghiul M C’'B’ este congruent cu cele doua
de mai sus. Rezulta ca m(<A'C'M) = m(<C'MC) = m(<C'MA") = j, deci
triunghiul M A'C" este isoscel, cu M A" = A’C’. Analog se obtine ca M A" = A'B’,
ceea ce implica A’'B' = A'C".



Solutia 2: Daca BB'NAM = {B"} si CC"NAM = {C"}, triunghiurile BM B" i
CMC"” sunt isoscele (bisectoarele sunt naltimi), deci MB” = BM = CM = MC",
de unde rezulta ca B” = C".

[B'C"] este linie mijlocie in triunghiul B”BC, deci B'A' = $ BM = 1 MC = A'C".

4. Fie f : Z — R o functie cu proprietatea ca

fn+2) = f(n—i—li—i—f(n)7

pentru orice numar intreg n. Presupunem ca functia f este marginita, adica exista
un numar real F' astfel incat —F < f(n) < F pentru orice n. Demonstrati ca f
este o functie constanta.!

Solutie:

Sa presupunem ca f nu este constanta. Atunci exista un numar intre n gi un
numar real nenul a astfel incat f(n + 1) — f(n) = a. Pentru orice k intreg, sa
notam dy = f(k+1) — f(k). Atunci

k+1)+ f(k d
G = Fk+2) = fl 1) = TEFD IO gy e
deci dy_1 = —2dj. Prin inductie dupa k (n este fixat) rezulta atunci ca d,,_x

(=2)ka pentru orice k > 0. Dar, pentru orice numar intreg k, stim ci |dy| <
|f(k+ 1)+ |f(k)| < 2F. Dar acest rezultat contrazice faptul ca |d, x| = 2* - |d
pentru orice k£ > 0. Asadar, presupunerea noastra initiala s-a dovedit a fi falsa,
deci f este constanta.

! Considersm problema mai potrivitd elevilor de clasa a IX-a decét juniorilor. Problema nu
face parte din universul programei OBM.J.



