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1. Fie ABCD un trapez in care (AB) este paralel cu (CD). Fie P un punct
pe [AC], iar @ un punct pe [BD] astfel incat <APD = <BQC. Demonstrati ca
<AQD = <«BPC.

Solutie:

Ni se dau multe congruente de unghiuri; sa le exploatam. Mai intai, observam ca
m(<DPC) = 180° — m(<APD) = 180° — m(<«CQB) = m(<DQC), ceea ce arata
ca punctele C', D, P si () sunt conciclice.

Deducem ca m(<BQP) = 180° — m(<PQD) = 180° — m(<PCD) = 180° —
m(<tPAB), ceea ce arata ca i punctele A, B, P si () sunt conciclice.

Conchidem ca m(<AQD) = m(<AQP)+m(<PQD) = m(<ABP)+m(<PCD) =
(m(<ABC)—m(<PBC))+(m(<BCD)—m(<1BCP)) = (m(<ABC)+m(<BCD))—
(m(<PBC) + m(<«BCP)) = 180° — (180° — m(<CPB)) = m(<CPB).

2. Fie a, b, c numere reale pozitive sau nule astfel incat a + b+ ¢ = 1. Demonstrati
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Dar din inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz (forma Titu Andreescu), sau

aplicand inegalitatea lui Jensen pentru functia convexa f(z) = 1
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Egalitatea are loc daca a =b=c = 3.

, se obtine ca
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3. Spunem despre o pereche de numere intregi (a, b) ca este cipriota dacaa > b > 2,
a si b sunt prime intre ele si a + b divide a® + b®. Demonstrati ca exista o infinitate
de perechi cipriote distincte.

Solutie:
Sa notam k = a —b. Cum a gi b sunt prime intre ele, stim ca a # b, deci k > 1.
Astfel,

a’+b*=d"+ (—a)* =a’(1+ (-1)%") (mod a+b).

Ori a este prim cu b, deci gi cu a + b. Conform teoremei lui Gauss, vrem ca
a+b=2a—k sa divida 1+ (—1)%"*, adica pe a* + (—1)*. In lipsd de ceva mai bun,
sa studiem acum valorile mici ale lui k. A alege k = 1 ar reveni la a ne dori ca a+b
sa divida a + 1, ceea ce este imposibil deoarece a +b > a+ 1 > a — 1. Ne uitam
atunci la k = 2. In acest caz, ne dorim ca 2a — 2 = 2(a — 1) si divida a2 + (—1)“.
S& observam nsa ca a®+ (—1)* = 14+ (—1)® (mod a—1). Prin urmare, cum a > 2,
trebuie neaparat sa alegem a impar. In acest caz, ne ramane sa facem ca 2(a — 1)
sd dividd a®* — 1 = (a — 1)(a + 1), cu alte cuvinte ca 2 s& dividd a + 1. Dar cum a
este impar, acest lucru este intr-adevar adevarat. In concluzie, am demonstrat ca
toate perechile de forma (2k 4+ 1,2k — 1), unde k£ > 2, sunt cipriote.

Nota: Exista si alte perechi cipriote. Ii 1asim cititorului placerea de a verifica ca
numerele intregi a = (20)* 420 — 1 si b = (2¢)* — 2/ — 1 formeaza si ele o pereche
cipriota pentru orice numar intreg ¢ > 1.

4. Fie C un cerc de raza 1 si fie T un numar real. Spunem despre o multime de
triunghiuri ca este T-merara daca ea satisface urmatoarele trei conditii:

e varfurile fiecarui triunghi apartin multimii C;

e triunghiurile au interioarele doua cate doua disjuncte (dar doua triunghiuri pot
avea un varf sau o latura comuna);

e fiecare triunghi are perimetrul mai mare ca T

Determinati toate numerele reale T cu proprietatea ca, pentru orice numar natural
n > 1, exista o multime T-merara care contine exact n triunghiuri.

Solutie: Vom demonstra ca numerele reale cautate sunt exact numerele reale
T < 4. Pentru aceasta, sa fixam un T' < 4. incepem prin a demonstra ca exista
multimi 7-merare cu oricat de multe elemente. Folosim urmatoarea constructie:
fie [AB] un diametru al cercului C gi fie P un punct oarecare al cercului C,



diferit de A si B. Inegalitatea triunghiului indica faptul ca APB are perimetrul
PA+ PB+ AB > 2AB = 4 > T, agadar exista multimi 7T-merare cu un ele-
ment. Pornind de la aceasta remarca, demonstram prin inductie dupa n ca exista
n puncte Py, P, ..., P,, In aceasta ordine, pe unul din semicercurile de diametru
[AB] (cu P, aproape de A si P, aproape de B) astfel incat multimea formata din
triunghiurile AP, P, 1 (cui <n—1) si ABP, sa fie o multime T-merara (avand n
elemente). Am vazut deja ca pentru n = 1 putem lua P; oricum pe C.

Apoi, odata admisa existenta punctelor Py, P, ..., P,, sa construim punctul P, .
In acest scop, consideram numarul real e = AB + BP, — AP, — T care, conform
ipotezei de inductie, este strict mai mare ca 0. Il plasim atunci pe P, 1, oriunde

£ ~
pe arcul BP, astfel incat BP,.; < 3 In aceste conditii, cele n + 1 triunghiuri

ale noastre au intr-adevar interioarele disjuncte doua cate doua si este suficient sa
verificam ca AP, si AP, P, au perimetrul strict mai mare ca 7.

Pentru primul triunghi, acest fapt rezulta din remarca noastra initiala, iar pen-
tru cel de-al doilea triunghi rezulta din nou din inegalitatea triunghiului intrucat
perimetrul lui AP, P,y este AP, + AP,,1 + P,P,.1 > AP, + (BP, — BP,1) +
(AB—BP,;1) =T+¢e¢—2BP,;; > T. Cu aceasta, inductia noastra este incheiata,

deci avem multimi T-merare de orice marime.
T—4 )
> 0. Consideram de

Reciproc, sa consideram un 7" > 4 gi sa notam € =

asemenea un triunghi ABC' ale carui varfuri sunt pe cercul C si al carui perimetru

este strict mai mare ca T. Notand cu a, b, ¢ lungimile laturilor BC, C' A, respectiv

b T
% > 3 semiperimetrul lui ABC', formula lui Heron ne arata

cd triunghiul ABC este de arie S = /p(p — a)(p — b)(p — ¢).

ABsgicup =

T
Cump—aZp—22§—2:5§i, lafel, p—b>csip—c > ¢, deducem ca

S > \/ped > /2e3.
In consecinta, daca o multime 7T-merara contine n triunghiuri, acestea avand in-

terioarele disjuncte, ele acopera in ansamblul lor o suprafata de cel putin nv/2e3.
Aceasta arie neputand depasi m, care este aria discului continut in interiorul lui C,

Jis
vV 2e3

Nota: Invocand alte argumente si fara a face apel la formula lui Heron se poate

deducem ca n < , de unde concluzia problemei.

o 7T o . . o .
demonstra ca n < —, ceea ce ne ofera o aproximare mai buna atunci cand T" este

aproape de 4.



