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1. Fie a si b doud numere reale astfel incat ab > a® + b3.
Demonstrati ca a + b < 1.

2. O colorare a lui Q consta din a colora orice numar rational fie in rosu, fie in
albastru. Spunem ca o colorare a lui Q este armonioasa daca, pentru orice doua
numere rationale x si y care sunt colorate cu aceeasi culoare, numarul rational z+y
este colorat tot cu culoarea pe care o au x si y.

Gasiti toate colorarile armonioase ale lui Q.

3. Fie ABC un triunghi isoscel cu AB = AC si fie D un punct pe (AC) astfel
incat A sa fie situat intre C' i D, dar sa nu fie mijlocul segmentului [C'D]. Notam
cu d; si dy bisectoarea interioara, respectiv exterioara a unghiului <BAC si cu A
mediatoarea lui [BD]. In sfarsit, fie ' gi F' punctele de intersectie ale lui A cu
dreptele d;, respectiv ds.

Demonstrati ca punctele A, D, E si F' sunt conciclice.

4. Intr-un turneu la care participa n jucatori, numerotati de la 1 la n, fiecare
pereche de jucatori se intalneste o data. Intalnirea se termind prin victoria un-
uia dintre jucatori si infrangerea celuilalt. Notam cu v, numarul de victorii ale
jucatorului k£ pe ansamblul turneului si cu d; numarul infrangerilor sale.

n n
Demonstrati ca g Vi = E dz.
k=1 k=1

Timp de lucru: 4 ore



SOLUTII OFICIALE:

1. Fie a si b doud numere reale astfel incat ab > a® + b3.
Demonstrati ca a + b < 1.

Solutie:

Deoarece (a+b)? = (a—0b)?+4ab > 4ab, deducem c& (a+0b)> = a*+0*+3(a+b)ab <
b 2

(3a+3b+1)ab < (3a+3b+1)- %. Daca a+b > 1, putem imparti inegalitatea

b 2
noastra cu % si ajunge la 4(a+b) < 3a+3b+ 1, deci la faptul ca avem totusi

a+b<1.

2. O colorare a lui Q consta din a colora orice numar rational fie in rosu, fie in
albastru. Spunem ca o colorare a lui Q este armonioasa daca, pentru orice doua
numere rationale x si y care sunt colorate cu aceeasi culoare, numarul rational z+y
este colorat tot cu culoarea pe care o au x si y.

Gasiti toate colorarile armonioase ale lui Q.

Solutie:

Vom demonstra ca singurele colorari convenabile sunt urmatoarele:

- coloram toate numerele rationale cu aceeasi culoare;

- coloram toate numerele rationale pozitive sau nule cu o culoare si toate rationalele
negative cu cealalta culoare;

- coloram toate numerele rationale pozitive cu o culoare si toate rationalele nega-
tive sau nule cu cealalta culoare.

Mai intai, sa remarcam ca toate aceste colorari sunt armonioase. Sa aratam acum
ca sunt singurele.

In continuare, vom presupune ca dispunem de o colorare armonioasa fixata. Notam
cu A multimea numerelor rationale colorate cu albastru i cu R multimea numerelor
rationale colorate cu rosu. Cu aceste notatii, daca = este un numar rational
apartinand multimii M € {A, R}, vom arata mai intai ca pentru orice numar
rational p/q > 0, pz/q apartine tot lui E. Intr-adevir, daci x/q ¢ E, atunci o
inductie imediata arata ca = = qx/q ¢ FE, ceea ce nu este posibil. Deducem ca
x/q € E, apoi ca px/q € E, tot printr-o inductie imediata.

Astfel, toate rationalele strict pozitive sunt de aceeasi culoare ca si 1, iar toate
rationalele strict negative sunt de aceeasi culoare ca si —1. Avand in vedere ceea
ce ne-am propus sa demonstram, mai ramane de aratat ca daca 1 gi —1 sunt de
aceeasi culoare, atunci si 0 este de acea culoare: acest fapt rezulta tocmai din fap-
tul ca 0 = 1+ (—1) datorita caracterului armonios al colorarii noastre.

3. Fie ABC un triunghi isoscel cu AB = AC' si fie D un punct pe (AC) astfel
incat A sa fie situat intre C' i D, dar sa nu fie mijlocul segmentului [C'D]. Notam
cu d; si dy bisectoarea interioara, respectiv exterioara a unghiului <BAC si cu A



mediatoarea lui [BD]. In sfarsit, fie ' si F' punctele de intersectie ale lui A cu
dreptele d;, respectiv ds.
Demonstrati ca punctele A, D, E si F' sunt conciclice.

Solutie:

O figura frumoasa ne sugereaza ca de fapt A, B, D, E si F' sunt conciclice, ceea
ce vom demonstra in continuare.

Fie I" cercul circumscris triunghiului ABD si fie Gy si G2 punctele de intersectie,
diferite de D insusi, ale dreptelor dy, respectiv dsy, cu I'. Este suficient sa demon-
stram ca F = G si ca F = Go.

Deoarece ds este bisectoarea exterioara a lui <BAC, deci bisectoarea interioara a
lui <BAD, teorema polului Sud (vezi sfargitul prezentului material) indica faptul
ca (G5 este egal departat de B esi D. Analog, d; este bisectoarea interioara a lui
<IBAC, deci bisectoarea exterioara a lui <BAD, iar teorema polului Nord ne spune
ca G este egal departat de B si D.

Dar atunci G1G5 este mediatoarea lui [BD], deci G; = E si Gy = F, de unde
concluzia.

E

Remarca: Ipoteza AB = AC' nu este necesara.

4. Intr-un turneu la care participa n jucatori, numerotati de la 1 la n, fiecare
pereche de jucatori se intalneste o data. Intalnirea se termini prin victoria un-
uia dintre jucatori si infrangerea celuilalt. Notam cu v, numarul de victorii ale
jucatorului k& pe ansamblul turneului si cu d, numarul infrangerilor sale.

n n

Demonstrati ca Zvi = Zdi

k=1 k=1



Solutie:
Deoarece fiecare jucator disputa n — 1 partide si in ansamblul lor jucatorii totali-

n(n —1)

zeaza victorii, stim ca

~ nn—1
> =
k=1

si ca vy + dp = n — 1 pentru orice k < n. Deducem ca

n n

S = 30— 1= ) == 1~ 20— D>+ S0~ S0k
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

3
3

DOUA TEOREME DE GEOMETRIE

La pregatirea lotului de juniori al Frantei s-a facut urmatoarea problema, numita
Teorema polului Sud:

Teorema polului Sud:

Fie ABC' un triunghi gi ' cercul sau circumscris. Numim polul Sud punctul S de
intersectie a bisectoarei (interioare) a unghiului <BAC' cu cercul T".

1) Aratati ca SB = SC.

Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC.

2) Aratati ca SB = SC = S1.

Fie I4 centrul cercului exinscris triunghiului ABC' opus varfului A.

3) Aratati ca SB = SC = SI = Sla.

Fie Ao punctul de intersectie a dreptelor AS si BC.

4) Aratati cd SA-SAy = SI2.

Fie F punctul de intersectie dintre Bl si I'. Fie X, Y punctele de intersectie dintre
SE si AC, respectiv BC.

5) Aratati ca CXIY este un romb.

In schimb, nu am gasit nicaieri o teorema a polului Nord. Presupun ca ea ar trebui
sa afirme ca punctul diametral opus polului sud se gaseste si el pe mediatoare.



