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1. Fie x si y doua numere intregi astfel incat 5z 4 6y si 6x + 5y sa fie patrate
perfecte. Aratati ca x si y sunt divizibili cu 11.

2. Fie I un cerc de centru O si de raza r si £ o dreapta care nu taie I'. Notam cu
E punctul de intersectie dintre ¢ si perpendiculara din O pe . Fie M un punct al
lui ¢ diferit de E. Tangentele din M la I' intersecteaza I' in A si B. In fine, fie H

punctul de intersectie a dreptelor AB si OF.
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Demonstrati ca OH = OF

3. Fie n un numar natural nenul. O scara de marime n consta din patratele 1 x 1,
cu 1 patratel pentru prima treapta, 2 patratele pentru treapta a doua si agsa mai
depare, pana la n patratele pentru treapta a m-a. Dispunem de pietre patrate
(avand lungimea laturii numar natural) de orice dimensiune pentru a construi o
asemenea scara si notam cu f(n) numarul minim de pietre pe care trebuie sa le
folosim pentru a construi o scara de marime n. De exemplu, f(2) =3 si f(4) =7,
dupa cum se poate vedea mai jos.
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a) Aflati toate numerele naturale nenule n pentru care f(n) = n.
b) Aflati toate numerele naturale nenule n pentru are f(n) =n + 1.

4. Determinati toate functiile f : N — N pentru care

ef(y) +uf(x) = (x+y)f(*+y°)

oricare ar fi numerele naturale z si y.

Timp de lucru: 4 ore



SOLUTII OFICIALE

1. Fie x si y doua numere intregi astfel incat 5z 4 6y si 6x + 5y sa fie patrate
perfecte. Aratati ca x si y sunt divizibili cu 11.

Solutie:

Fie a si b dou numere naturale astfel incat 5z + 6y = a? si 62 +5y = b%. Observam
ca a® +b? = 11(x + y) este divizibil cu 11. Ori, modulo 11, patratele perfecte sunt
0,1, 3,4, 541 9; astfel, suma a doua patrate perfecte este 0 (mod 11) daca gi numai
daca cele doua patrate in cauza sunt 0 (mod 11).

In cazul nostru, acest lucru arata ca a si b sunt divizibile cu 11. Exista, deci, nu-
merele naturale A si B astfel incat a = 11A ¢i b = 11B. Dar atunci 11z = (6-6—5-
5)x = 6(b%—5y) —5(a?—6y) = 6b> —5a® = 11?(6 B> —5A?), deci z = 11(6B* —5A?)
este intr-adevar divizibil cu 11. Analog se aratd ci y = 11(6A4% — 5B?) este si el
divizibil cu 11.

2. Fie I un cerc de centru O si de raza r si £ o dreapta care nu taie I'. Notam cu
E punctul de intersectie dintre ¢ si perpendiculara din O pe £. Fie M un punct al
lui ¢ diferit de E. Tangentele din M la I' intersecteaza I' in A si B. In fine, fie H

punctul de intersectie a dreptelor AB si OF.
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Demonstrati ca OH = OF
Solutie:
Sa observam mai intai ca triunghiurile OAM, OBM si OEM sunt dreptunghice
in A, B si respectiv F, astfel ca punctele A, O, B, E, M apartin, toate, cercului de
diametru [OM]. Ori, conform teoremei sinusurilor in triunghiurile OBH si OF A,
stim ca

OH-OFE OH OF sin(O/B\A) sin(O/A\E)

r? OB 0OA sin(O/I:I\B) sin(O/Ejél)'

Punctele O, B, E si A fiind conciclice, stim ca OBA = OEA. Pe de alti parte,
deoarece dreptele AH si HO sunt perpendiculare pe OM, respectiv M E, stim de
asemenea ca

m(OHB) = 180° — m(AHO) = 180° — m(OME) = 180° — m(OAE).

Acest lucru arata ca sin(@) = Sin(O/E\A) sica sin(ﬁ{\B) = sin(O/\AE), de unde
concluzia.



3. Fie n un numar natural nenul. O scara de marime n consta din patratele 1 x 1,
cu 1 patratel pentru prima treapta, 2 patratele pentru treapta a doua si agsa mai
depare, pana la n patratele pentru treapta a n-a. Dispunem de pietre patrate
(avand lungimea laturii numar natural) de orice dimensiune pentru a construi o
asemenea scara si notam cu f(n) numarul minim de pietre pe care trebuie sa le
folosim pentru a construi o scara de marime n. De exemplu, f(2) =3si f(4) =7,
dupa cum se poate vedea mai jos.
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a) Aflati toate numerele naturale nenule n pentru care f(n) = n.

b) Aflati toate numerele naturale nenule n pentru are f(n) =n + 1.

Solutie:

Sa incepem cu cateva definitii si observatii generale. In continuare, vom nota (4,7)
patratelul 1 x 1 situat la etajul 7 al celei de-a i-a trepte. Vom numi patratel supe-
rior orice patratel 1 x 1 de forma (k, k), adica situat cel mai sus pe o treapta.

Ne uitam la o scara de marime n construita din f(n) pietre patrate. Doua patratele
superioare nu pot apartine unei aceleasi pietre. Deoarece sunt n patratele supe-
rioare la o scara de marime n, deducem ca f(n) > n pentru orice n > 0.
Raspundem acum la cerintele a) si b).

a) Mai intai, este clar ca f(1) = 1. Fie acum n > 1 astfel incat f(n) = n. Conform
observatiei de mai sus, fiecare piatra contine cate un unic patratel superior. In
particular, piatra care contine patratelul (n,1) trebuie sa contina si un patratel
superior. Acesta trebuie sa fie coltul din stanga-sus la pietrei, adica diagonal opus
lui (n,1). Patratelele aflate pe diagonala care pleaca din (n,1) sunt (n — 1,2),
(n—2,3), ..., (n+1—k, k). Pentru ca patratelul (n + 1 — k, k) sa fie superior,
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trebuie ca n + 1 — k = k, adica n sa fie impar. Piatra cautata este de latura
b n+1

. Stergand aceasta piatra, scara se descompune in doua scari de marime

n —

n—k=

n—1 n—1
. Pentru fiecare din acestea trebuie sa avem f ( 5 ) =3

Prin urmare, o inductie imediata arata ci exista un k > 1 astfel incat n = 2% — 1.
(Poate fi comod sa scriem numerele in baza 2. Conform celor de mai sus, un numar
N(0) = 10z G;-10; are proprietatea f(n) = n daca n este impar gi numarul
n—1

are si el aceasta proprietate. Tradus in baza 2, asta inseamna ca n are
proprietatea dorita daca a; = 1 si a1y @1, are proprietatea dorita. Acum se
vede usor inductiv ca f(n) = n are loc numai daca a; = a; = ... = a; = 1, adica
dacd n =2/ —1.)

Reciproc, efectuand aceasta constructie in celalalt sens, o inductie imediata arata
ca f(2F — 1) = 2¥ — 1 pentru orice k > 1.

Asadar numerele naturale n cautate sunt cele de forman =2 —1cu k > 1.

b) Stim can > 2. Daca n este impar, stim de la a) ca piatra care contine patratelul
, astfel ca f(n)

ar fi impar, deci f(n)—n ar fi par, deci diferit de 1. Ramane ca n este par si atunci
piatra care contine patratelul (n, 1) nu contine patratel superior, deci trebuie sa fie
singura piatra care nu contine patratel superior. Fie ¢ dimensiunea acestei pietre.
Odata ce am fixat ¢ gi n, dimensiunile pietrelor sunt impuse. In particular, o
inductie imediata dupa n+1i — j arata ca pietrele care contin patratelele (simetice)
(1,7) si (n+1—j, n+1—1) ocupa pozitii simetrice. Ne uitam acum la pietrele
care contin patratelele (n,1), (n — ¢, 1), (n, £+ 1) §i (n — ¢, £+ 1), cu mentiunea
ca ultima exista numai daca n # 2/.

Sa tratam mai Intai cazul n # 2/. In acest caz, cele patru pietre sunt disjuncte,

~ N O o e . . o - o - n
(n, 1) imparte scara in doua parti simetrice, scari de marime

n+1—¢ n+1-/ n+1-—2¢0
de dimensiune /, + 5 , + 5 si respectiv +T Ele impart scara in
n—1-—14 n—1-—2¢
patru scari mai mici: doua de marime ——— si doua de marime ——.

Conform rezultatului de la a), trebuie atunci sa existe numerele naturale nenule k

si k' astfel can =28 + 0 —1 =2 420 — 1. De aici rezulta ci ¢ = 2¥ — 2¥ deci

>k, gin=2M—2F _1

Reciproc, daci n este de forma n = 251 — 28 — 1 cu k > k' > 1, este suficient s&

il alegem pe ¢ = 2¥ — 2’ i constructia noastra functioneazi.

In cazul in care n = 2/ , avem de fapt trei pietre care impart scara in patru scari mai

n—1-¢ (-1
2 2

natural nenul k astfel incat £ = 2% — 1 gi n = 281 — 2,

Reciproc, daca n este de forma 281 — 2 cu k € N*, este suficient sa il alegem pe

mici de marime , deci, conform a), trebuie sa existe un numar

n . . v . .
(= 5 si constructia noastra functioneaza.



In concluzie, numerele naturale ciutate sunt cele de forma 2Ft' — 2 — 1, cu
k>Ek >0.

4. Determinati toate functiile f : N — N pentru care

ef(y) +yf(x) = (x+y)f(* +y°)

oricare ar fi numerele naturale x si y.

Solutie:

In continuare, vom nota cu E,, ecuatia din enunt,.

Mai intéi, ecuatia F, o aratd ca xf(0) = xf(2?), adicd f(«?) = f(0) pentru orice
numér natural z > 1. In consecintd, pentru orice y > 1, ecuatia £, 2 arata ca
x + y? divide :v( fO)—f (ZL')) Aceasta relatie de divizibilitate fiind valida chiar si
atunci cand y este oricat de mare, deducem ca f(z) = f(0) pentru orice z.
Reciproc, se verifica usor ca toate functiile constante sunt solutii ale ecuatiei.



