AL PATRULEA BARAJ DE JUNIORI
Paris, 16 mai 2018

Problema 1. Determinati toate tripletele (a,b,c) de numere reale pozitive care

satisfac

ab—c=ua

by/c—a=1b

cva—b=c.
Problema 2. Determinati toate perechile (m,n) de numere naturale nenule pentru
care

m! +n!l=m".

Remarca. Reamintim ca pentru orice numar natural nenul n, numarul n! desem-
neaza produsul 1-2-3-...-n.

Problema 3. Fie ABC'D un trapez in care (AB) si (CD) sunt paralele. Pre-
supunem ca AD < CD si ca ABCD este inscris intr-un cerc I'. Fie P € T" astfel

incat (DP) este paralel cu (AC). Tangenta in D la I' intersecteaza a doua oara
AB in E, iar coardele [BP] si [C'D] se intersecteaza in (). Aratati ca EQ = AC.

Problema 4. Un parat mare, de laturd n, este impartit in n? patrate mici, de
latura 1. Vrem s& coloram cu rosu sau albastru fiecare din cele (n + 1)? varfuri
ale patratelor mici astfel incat fiecare din patratele mici sa aiba exact doua varfuri
rosii. In cate moduri se poate face colorarea?

Timp de lucru: 4 ore (14.00 — 18.00)



Solutii oficiale:

Problema 1. Determinati toate tripletele (a,b,c) de numere reale pozitive care

satisfac
avb—c=a
by/ec—a=1b
cva—b=c.
Solutie:

Observam ca a = b = ¢ = 4 este o solutie. Vom demonstra ca ea este de fapt unica.
Daca doua din cele trei numere sunt egale cu 4 (sa zicem a si b), se verifica ugor ca
si cel de-al treilea este 4, caci 4v/4 — ¢ = 4 implicd ¢ = 4. Daca unul dintre numere
este egal cu 4 (sa zicem ca a = 4), atunci ¢y/a — b = ¢ devine 2¢ — b = ¢, adica
¢ = b. In plus, avem 4v/b — b = 4 care se rescrie (vVb—2)2 =0, deci b= 4 i ¢ = 4.
Ne ramane sa aratam ca nu este posibil ca toate cele trei numere sa fie diferite de
4. Daca ele ar fi diferite de 4, atunci am avea fie cel putin doua dintre ele mai mari
decat 4, fie am avea cel putin doua mai mici decat 4. Tratam cele doua cazuri
separat. Daca am avea cel putin doua numere mai mari ca 4, sa presupunem ca ¢
este cel mai mic dintre cele trei numere. Atunci a,b > 4, deci a = avb—c¢ > 2a—c,
deci ¢ > a > 4, ceea ce contrazice minimalitatea lui c.

Similar, daca cel putin doua dintre numere sunt mai mici decat 4, sa presupunem
cil ¢ este cel mai mare. Atunci a,b < 4, deci a = avb — ¢ < 2a — ¢, adici ¢ < a,
ceea ce contrazice maximalitatea lui c.

Singura solutie este agsadar (4,4,4).

Problema 2. Determinati toate perechile (m,n) de numere naturale nenule pentru
care

m! +n!l=m".

Remarca. Reamintim ca pentru orice numar natural nenul n, numarul n! desem-
neaza produsul 1-2-3-...-n.

Solutie:
Se verifica ugor ca perechile (2,2) si (2,3) sunt solutii. Vom demonstra ca sunt
singurele.

incepem prin a trata cazurile in care m sau n este egal cu 1 sau 2.

Daca m = 1, atunci m"” = 1 dar m! + n! > 2, deci nu avem solutii.

Daca m = 2, ecuatia devine 2 + n! = 2". Daca n > 4, atunci membrul stang este
congruent cu 2 modulo 4, iar membrul drept cu 0, deci trebuie ca n sa fie 1, 2 sau
3, lar n = 1 nu merge.

Daca n = 1, ecuatia devine m! + 1 = m, dar m divide m! si m, deci m divide 1,
adica m = 1, insa (1, 1) nu este solutie.

In fine, dacd n = 2, obtinem m! + 2 = m2. Dar m divide m! si m?, deci m divide
2, adica m este 1 sau 2 gi cadem peste cazuri tratate anterior.

Tratim acum cazul 2 < m < n. In acest caz m! divide n!, deci m! divide m™. In



particular, m — 1 divide m! deci si pe m"™, dar m — 1 este prim cu m, deci si cu
m™. Deducem ca m — 1 trebuie sa fie egal cu 1, adica m = 2, contradictie.

In fine, tratdm cazul 2 < n < m. In acest caz n! divide m!, deci putem scrie
n!(142) = m" In particular, 1 + ™ divide m™. Dar 2 = (n+1)(n+2)...m
este divizibil cu m, deci 1+’;’;—!! este prim cu m, deci cu m”. Avem agadar 1—1—’:}—!! =1,
ceea ce este imposibil.

Problema 3. Fie ABCD un trapez in care (AB) si (CD) sunt paralele. Pre-
supunem ca AD < CD si ca ABCD este inscris intr-un cerc I'. Fie P € T" astfel
incat (DP) este paralel cu (AC). Tangenta in D la I' intersecteaza a doua oara
AB in E, iar coardele [BP] si [C'D] se intersecteaza in (). Aratati ca EQ = AC.

Solutie:

Stim ca (CQ) este paralel cu (AF), deci cerinta revine la a arata ca ACQE este
un paralelogram, deci este suficient sa aratam ca (EQ) si (AC) sunt paralele.
Patrulaterul BQDE este un trapez, cu (BE) si (DQ) paralele. Vom demonstra
mai intéi cil este un trapez isoscel. Intr-adevir, avem m(<EDQ) = m(<EDC) =
180° — m(<«DAC) conform cazului limita al teoremei unghiului inscris. Pe de alta
parte, avem m(<DQ@B) = 180° — m(<BDC) — m(<DBP) = 180° — m(<BAC) —
m(<<DAP). Ori patrulaterele ABCD si ACPD sunt trapeze inscriptibile, deci
isoscele, prin urmare AD = BC'. Rezulta ca C este mijlocul arcului BP. Avem,
deci, <BAC = <CAP, de unde m(<DQB) = 180° — m(<CAP) — m(<«DAP) =
180° — m(<tDAC) = m(<EDQ), adica trapezul EBQD este intr-adevar isoscel
si are o axa de simetrie. Deducem ca <DQFE = <Q DB = <CDB = <DCA,
folosind in final ca ABCD are o axa de simetrie. Aceasta arata ca (DFE) si (AC)
sunt paralele, ceea ce incheie demonstratia.




Problema 4. Un parat mare, de laturd n, este impartit in n? patrate mici, de
laturd 1. Vrem s& colordm cu rosu sau albastru fiecare din cele (n + 1)? varfuri
ale patratelor mici astfel incat fiecare din patratele mici sa aiba exact doua varfuri
rosii. In cate moduri se poate face colorarea?

Solutie:

Raspunsul este 2772 —2. Pentru a demonstra acest lucru, incepem prin a colora cele
n + 1 varfuri cele mai de sus. Ele se pot colora in 2" moduri. Daca exista doud
varfuri consecutive de aceeasi culoare pe randul de sus (acest lucru se intampla
pentru 2" — 2 colorari ale randului de sus), atunci ele fixeaza culorile din randul
urmator ! si asa mai departe pentru fiecare din randurile urmatoare. Astfel, se
obtin 2"*! — 2 colorari.

Daca culorile pe primul rand alterneaza (sunt 2 asemenea colorari ale randului de
sus), atunci trebuie sa alternam culorile gi pe randul urmator, si asa mai departe,
pe fiecare rand culorile trebuie dispuse alternativ. Putem, pe de alta parte, pentru
fiecare rand, sa alegem culoarea cu care incepem, ceea ce da 2 - 2" colorari, deci
27+2 _ 2 1n total.

Lsi anume fiecare patratel va fi colorat invers fati de patratelul de deasupra lui; agsadar si in

acest rand exista doud patratele vecine la fel colorate, deci putem folosi argumentul si pentru
liniile urmatoare



