AL TREILEA BARAJ DE JUNIORI
Paris, 28 martie 2018

Problema 1. Numerele naturale 1,2, ...,2018 sunt scrise pe tabla. Se efectueaza
2017 operatii de felul urmator: se aleg doua numere de pe tabla, a si b, se sterg si
se scrie pe tabla numarul a + b+ 2ab. La sfarsit, pe tabla ramane un singur numar.
Ce valori poate lua ultima cifra a acestuia?

Problema 2. Fie ABC un triunghi isoscel cu varful in A i m(<BAC) = 100°.
Fie D piciorul bisectoarei din B. Aratati ca BC = AD + BD.

Problema 3. Determinati toate numerele naturale nenule & si ¢ pentru care 2%+ 3¢
este patrat perfect.

Problema 4. Fie a, b, ¢, d numere reale astfel incat 0 < a < b < ¢ < d. Aratati ca

ab® + bc® + ed® + da® > a®b® + b2 + Ad® + d*a®.

Timp de lucru: 4 ore (14.00 — 18.00)



Solutii oficiale:

Problema 1. Numerele naturale 1,2, ...,2018 sunt scrise pe tabla. Se efectueaza
2017 operatii de felul urmator: se aleg doua numere de pe tabla, a si b, se sterg si
se scrie pe tabla numarul a+ b+ 2ab. La sfarsit, pe tabla ramane un singur numar.
Ce valori poate lua ultima cifra a acestuia?

Solutie:

Deoarece de la 1 la 2018 sunt 1009 de numere impare, suma numerelor scrise initial
pe tabla este impara. In plus, exista pe tabla numere congruente cu 2 (mod 5).
O inductie imediata ne permite atunci sa aratam ca, dupa fiecare operatie, suma
numerelor scrise pe tabla ramane impara si ca (cel putin) unul dintre numerele de
pe tabla este congruent cu 2 (mod 5). In consecintd, ultimul numér scris pe tabld
este congruent cu 1 (mod 2) si congruent cu 2 (mod 5), deci congruent cu 7 (mod
10).

Remarca: Se poate gasi si un invariant care sa permita aflarea ultimului numar
ramas pe tabla (este mereu acelasi). Daca f(n) = 2n + 1, atunci cantitatea
flay) - f(az) - ... - f(ag), unde ay,as,...,a; sunt numerele scrise la un moment
dat pe tabld, nu se modificd. Intr-adevir, cum f(a) - f(b) = (2a + 1)(2b 4 1) =
2(a+ b+ 2ab) + 1, inlocuirea lui a si b pe tabla cu a+ b+ 2ab nu modifica produsul
f-urilor numerelor de pe tabla. Cum initial acesta era 3-5-...-4037 (numar notat
uneori cu 4037!!), aceasta va fi valoarea si la sfarsit cand pe tabla va raméane doar
un numdr, N. Astfel, f(N) = 2N+1 = 4037!! implica N = 4B7=1 Evident ultima
cifrd a lui 4037!! este 5, i, cum 25 + 1 = (—1)7 (mod 4), rezulta ca 4037!! = —1
(mod 4), deci 4037!! are penultima cifra impara. Atunci N va avea ultima cifra 7.

Problema 2. Fie ABC un triunghi isoscel cu varful in A si m(<BAC) = 100°.
Fie D piciorul bisectoarei din B. Aratati ca BC = AD + BD.

Solutie:
Conform teoremei sinusurilor, sa observam ca BD < B(C' daca si numai daca
sin(<BCD) < sin(«BDC). Cum m(<BDC) = 130°, iar m(<BCD) = 40°, avem
intr-adevar BD < BC'. Fie E punctul de pe [BC| astfel incat BE = BD si fie A’
simetricul lui A fata de BD. Conform teoremei sinusurilor avem
sin(<CDFE) sin(«CDFE) sin(<DA'E)

~ sin(<«ECD) " sin(<ECD) sin(<A’ED)
sin 40° - sin 80°
sin 40° - sin 80°

Deducem ca BC = BE + EC = AB + BD.

A'D =

-AD = AD.
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Solutie alternativa (sintetica)

Fie F € (BC) astfel incat BE = BD. Atunci m(<CBD) = 20°, deci m(<DEB) =
80°. Dar m(<«DCE) = 40° implica m(<EDC) = 40°, deci triunghiul EDC este
isoscel, cu FD = EC. Sa mai observam ca patrulaterul ABED este inscriptibil
(unghiurile opuse <BAD si <BED sunt suplementare), iar coardele [AD] si [E D],
fiind subintinse de unghiurile congruente <ABD si <EBD, sunt si ele congruente.
Asadar, BC = BE+ EC = BD+ ED = BD + AD.

Problema 3. Determinati toate numerele naturale nenule % si £ pentru care 2% +3°
este patrat perfect.

Solutie:

O prima idee este aceea de a considera ecuatia din enunt modulo n, unde n este
un numar nu foarte mare cu proprietatea ca nu exista prea multe resturi patratice
modulo n. In aceste conditii, n = 3 si n = 8 par niste candidati buni deoarece
patratele sunt congruente cu 0 sau 1 modulo 3 si congruente cu 0, 1 sau 4 modulo
8.

Deoarece k > 1si £ > 1, avem 28 =1 (mod 3) si 3° =1 (mod 8), ceea ce arati ca
numerele k gi £ sunt pare. Notand a = k/2, b = ¢/2 gi ¢ = v/2F 4 3¢, remarcam ca
(¢ —2%)(c+ 2%) este o putere a lui 3.

Deoarece ecmmdc(3, ¢ — 2%, ¢ + 2%) divide emmdc(3, 2°™') = 1, unul dintre fac-
torii ¢ — 3% si ¢ + 3% trebuie sa fie 1, iar celalalt 3°. Factorul ¢ + 3¢ este acela
care este mai mare dintre cei doi, deci ¢ — 2% = 1 si ¢+ 2% = 3°. Atunci
201 = 3t — 1 = 9 — 1 = (3° = 1)(3° + 1). Similar, deoarece 3* — 1 si 3" + 1
sunt numere pare, iar cmmdc(2, 3° — 1, 3° + 1) divide 2, unul dintre numerele
3% —1 i 3° +1 este egal cu 2, iar celalalt cu 2%. Rezulta ca 3 —1 =24si 3°+1 = 29,
ceea ce arata caa=2gib=1,adica k=41 { = 2.

Reciproc, daca (k,¢) = (4,2), atunci avem intr-adevar ca 2% + 3° = 2 + 32 =
16 + 9 = 25 = 52 este patrat perfect. Acest lucru aratd ca perechea (k,f) = (4,2)
este unica solutie a problemei.

Problema 4. Fie a, b, ¢, d numere reale astfel incat 0 < a < b < ¢ < d. Aratati ca
ab® + bc® + ed® + da® > a®b® + b2 + Ad® + d*a?.
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Solutie:
O prima idee este aceea de a considera sumele ,,surori” S; = ab?® + b + c¢d® + da®
si Sy = a®b+ b3c+ Ad + d®a. Constatim atunci ca

S1—Sy = (d*=b*)(c—a)+(c*—a*)(b—d) = (d—b)(c—a)(d*+bd+b*—c*—ca—a®) > 0.

Inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz aratd atunci ci S? > 515y > (a?b* +
b2 + 2d? + d*a?)?, de unde concluzia.

Solutie alternativa:

Mai intai, daci a = 0, este suficient si demonstram ci bc?(c — b) + cd?(d — ¢) > 0,
ceea ce este imediat. Sa presupunem, deci, ca a > 0. Pentru a scapa de conditia
a < b < ¢ <d, facem o schimbare de variabila. Fie z = b/a — 1, y = ¢/b — 1,
z =d/c— 1. Ne ramane sa aratam ca daca x,y, z > 0, atunci P(x,y, z) > 0, unde
Plx—1,y—1,2—1) = (2® + 2% + 2®y*2® + y2) — (v + 239* + 239y* 2% + 22?).

O prima idee este de a verifica daca nu cumva toti coeficientii lui P(x,y, z) sunt
nenegativi. Considerand mai Intai puterile cele mai mari in x, apoi in z, calculam
agadar:

P(z,y,2) = (412 (y+1)2 (y+(y+1) (24+1)%2) +(241)* = (2+1) (1+(y+1)*(2+1)%)

+(y+D(z+1) = A(z,y,2)2° + Bly, 2)x + (y + 1)20(y, 2) + (y + 1)y/?,

unde
Alz,y,z) = (z+3)y+1*(y+ (y+ D(z+1)%2) + 1,

B(y,z) = (3y° +5y° +y) + (y + 1)*(3yz(2 + 1) + 32° + 52° + z)

si
Cly,z) = (y+1)°22+ 2y + 1)(y + Dz + 7,

de unde concluzia.



