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1. Fie n > 3 un numar natural si fie n drepte in pozitie generala (adica nicicare
doua paralele, nicicare trei concurente). Cate triunghiuri formeaza aceste n drepte?

2. Fie ABC un triunghi si L, M, N mijloacele laturilor [BC], [C'A] si [AB]. Sa
notam cu d tangenta in A la cercul circumscris lui ABC'. Dreapta LM intersecteaza
d in P, iar dreapta LN intersecteaza d in (). Aratati ca dreptele C'P si B(Q sunt
paralele.

3. Fie p si n numere naturale nenule, cu p prim si n > p. Sa presupunem ca 1+ np
este un patrat perfect. Aratati ca n + 1 este o suma de p patrate perfecte nenule
(nu neaparat distincte).

4. Fie n un numar natural nenul. Pentru orice submultime nevida A a lui
{1,2,...,n} notam cu P(A) produsul tuturor elementelor lui A. De exemplu,
pentru A = {2,4, 7}, avem P(A) = 56.

Determinati suma numerelor cand A parcurge multimea tuturor submulti-

1
P(A)

milor nevide ale lui {1,2,...,n}.

Timp de lucru: 4 ore



SOLUTII:

1. Fie n > 3 un numar natural si fie n drepte in pozitie generala (adica nicicare
doua paralele, nicicare trei concurente). Céate triunghiuri formeaza aceste n drepte?
Solutie: Fiecare triunghi este determinat de trei drepte, deci sunt

5 n(n—1)(n —2)
Cn= 6

triunghiuri.

2. Fie ABC un triunghi si L, M, N mijloacele laturilor [BC], [C'A] si [AB]. Sa
notam cu d tangenta in A la cercul circumscris lui ABC'. Dreapta LM intersecteaza
d in P, iar dreapta LN intersecteaza d in (). Aratati ca dreptele C'P si B() sunt
paralele.

Solutie:

Avem <QAB = <ACB = <Q@QLB, deci patrulaterul AQBL este inscriptibil.
Analog, APCM este inscriptibil. Atunci m(<@QBL) = 180° — m(<QAL) =
m(<PAL) = 180° — m(<PCL), de unde concluzia.

3. Fie p si n numere naturale nenule, cu p prim si n > p. Sa presupunem ca 1+ np
este un patrat perfect. Aratati ca n + 1 este o suma de p patrate perfecte nenule
(nu neaparat distincte).

Solutie: Fie k € N astfel incat 14+pn = k% Atunci pn = (k—1)(k+1), decip | k—1
saup | k+1. In primul caz putem scrie k — 1 = pl, adica k = pf 4+ 1 si revenind la
14+pn = k2 obtinem n+1 = p24+20+1 = (p—1)- 2+ ({+1)2. In cel de-al doilea
caz, k+1 = pl conduce in mod analog lan+1 =pl?—20+1 = (p—1)-£2+ (L —1)*.

4. Fie n un numar natural nenul. Pentru orice submultime nevida A a lui
{1,2,...,n} notam cu P(A) produsul tuturor elementelor lui A. De exemplu,
pentru A = {2,4, 7}, avem P(A) = 56.

Determinati suma numerelor cand A parcurge multimea tuturor submulti-

P(A)
milor nevide ale lui {1,2,...,n}.
Solutie: Avem identitatea (14+z1)(1+a2)...(14+z,) =1+> z;+ > @iz +. ...
i<j
1 1 1 1 1

Alegand zj, = — avem — =1+ )1+ ). 1+ =) =

& T ;algakalag...ak < 1)( 2) < n>
2 3 4 1
- == LT =n+1,adica 1+ > P(A)=n+1, deci > P(A) =n.
1 2 3 n A A



