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1. Pentru orice numar natural n notam cu S(n) suma cifrelor sale in baza 10.
Spunem ci un numdr este ,,frumos” daca S(n?) = S(n). Determinati toate valo-

rile posibile ale sumei cifrelor unui numar frumos.

2. Fie n > 2 un numar natural fixat. Determinati toate numerele reale z > —1 cu

proprietatea ca, pentru orice numere reale ay, as,...,a, > 1 are loc inegalitatea
a+x as+x an+x<a1-a2-...-an+x
5 5 e 5 = 5 :

3. Fie n > 2 un numar natural. Se considera 2n bile. Pe fiecare din aceste bile
este scris cate un numar. Presupunem ca, oricum am grupa aceste 2n bile in n
perechi, exista doua perechi care au aceeasi suma.

(a) Aratati ca pe patru dintre bile este scris acelagi numar.

(b) Aratati ca pe bile sunt scrise cel mult n — 1 numere distincte.

4. Determinati toate numerele reale a pentru care exista un sir infinit de numere
reale pozitive xg, x1, To, x3, ... care verifica pentru orice n egalitatea

Tpy2 = VATpy1 — Ty

Timp de lucru: 4 ore



SOLUTIL:

1. Pentru orice numar natural n notam cu S(n) suma cifrelor sale in baza 10.

Spunem ci un numdr este ,,frumos” daci S(n?) = S(n). Determinati toate valo-

rile posibile ale sumei cifrelor unui numar frumos.

Solutie:

Deoarece un numar da acelasi rest la impartirea cu 9 ca si suma cifrelor sale, avem:

n = S(n) = S(n?) =n? (mod 9), deci 9 | n> —n. Cum (n, n — 1) = 1, rezulta ca

9| nsau9|n—1, cu alte cuvinte suma cifrelor unui numar frumos este un numar

care da rest 0 sau rest 1 la impartirea cu 9.

Vom demonstra prin cate un exemplu ca orice numar de aceasta forma poate fi

suma cifrelor unui numar frumos.

Daca S(n) = 0 putem lua n = 0 care este frumos. Daca S(n) = 9k, putem lua

n=999...9 =10 — 1. Intr-adevir, n*> = 10 —2-10* +1 =999...98000...01
— N

k cifre k—1 cifre k—1 cifre
care are suma cifrelor tot 9%, deci n = 10* — 1 este un numar frumos.
Daca S(n) =9k + 1, k € N, putem luan = 1999...9 = 2-10* — 1. intr-adevir,
k cifre
2 _ 2% k _ ;
n®=4-10""—-4-10"+1=3999...96000...01 care are suma cifrelor tot 9k + 1,

k—1 cifre k—1 cifre
deci n = 2-10F — 1 este un numar frumos.

2. Fie n > 2 un numar natural fixat. Determinati toate numerele reale z > —1 cu

proprietatea ca, pentru orice numere reale ay, as, . ..,a, > 1 are loc inegalitatea
a1+x.a2+:p '”‘.an+:p < al-ag-...-an+x'
2 2 2 = 2
Solutie:
Alegand ay = ay = ... = a, =1 gl notand y = ra obtinem y" <y, deciy <1

ceea ce implica x € [—1,1].
Aratam ca, reciproc, orice x € [—1,1] are proprietatea dorita. Vom demonstra

inegalitatea prin inductie.
Lo oo a1 +x as+x aj-as+x
Pentru n = 2 trebie si ardtim ci — L2 < Lz , Yay,aa > 1,

2 2 - 2
Vo e [-1,1].
Relatia revine la ajas — 12 — asx +2x — 22 > 0, adica la 22 + (a1 +az—2)z < aqas.
Dar a;+ay—2 > Osix € [—1,1] implicd 2%+ (a1 +as—2)z < 1+(a;+as—1)-1 < ajas,
ultima inegalitate fiind echivalenta cu (a; — 1)(ag — 1) > 0.

Presupunem inegalitatea adevarata pentru orice aq, as, ...,a, > lsiz € [-1,1]sio
demonstram pentru n+ 1 numere ay, as, ..., a,+1 > 1. Notand a = ajas ... a, > 1,
a1 +x as+x an +2T Gpy1+ @ a+z apy1+2x Alpy1 + X
avem . e . < . < =
2 2 2 2 2 2

aias...Qpt1 +2
2

, ceea ce trebuia demonstrat.



3. Fie n > 2 un numar natural. Se considera 2n bile. Pe fiecare din aceste bile
este scris cate un numar. Presupunem ca, oricum am grupa aceste 2n bile in n
perechi, exista doua perechi care au aceeasi suma.

(a) Aratati ca pe patru dintre bile este scris acelagi numar.

(b) Aratati ca pe bile sunt scrise cel mult n — 1 numere distincte.

Solutie:

(a) Daca pe bile sunt scrise numerele a1 < as < az < ... < ag,, formam perechile
{a1,as2}, {as,as}, ..., {aon_1,a2,}. Evident, avem a; + as < ag+ay < ... <
aon—1 + as,. Cum printre sume exista doua egale, vor exista si doua consecutive
egale, ag;_1 + ag; = agjy1 + agjyo. Dar cum agj—1 < agj < agjy1 < agjte, rezulta ca
trebuie sa avem egalitate peste tot adica asj—1 = ag; = agjy1 = agj42.

(b) Presupunem ca ar exista n valori distincte by < by < ... < b, scrise pe bile.
Aranjam si celelalte numere (egale sau nu cu celelalte n) in ordine crescatoare:
c1 < g < ... < ¢, Formand grupele {by,c1}, {bs, 2}, ..., {bp,cn}, obtinem

sumele distincte by +¢; < by + ¢ < ...b, + ¢,, ceea ce contrazice ipoteza. Asadar
putem avea cel mult n — 1 valori distincte.

4. Determinati toate numerele reale a pentru care exista un sir infinit de numere
reale pozitive xg, x1, T2, 3, ... care verifica pentru orice n egalitatea

Tpy2 = VATpp1 — Ty

Solutie:

Daca a > 1 putem lua sirul constant egal cu a—1. Presupunem a < 1. Este evident
ca este necesar ca a > 0. Din conditia de existenta a radicalului (si din x,.2 > 0)
rezultd ca ax,1 — x, > 0. Atunci 0 < ax,11 — 2, < Tpy1 — Ty, deci sirul (z,,) este
crescator. Atunci z,11 < Tpyo < /Tpgr — Tp < \/Tppp, deci 2, < 1, Vn > 2. In
plus, 22, < Tpy1 — &y, implicd @1 > 224 + T, > T2y + 2, = (1 + 20)x,. De
aici rezulta x,, > (1 + x¢)"xq, V1, ceea ce contrazice r,, < 1, ¥Vn. Prin urmare in
cazul a < 1 nu exista siruri cu proprietatea din enunt,.



