BARAJE JBMO FRANTA 2017
Al doilea baraj pentru JBMO, 15 februarie 2017*

1. Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul

l’l(fﬂl—l) = {132—1

To(rg—1) = 3 —1
T2016(T2016 — 1) = Tao17 — 1
Too17(T2017 — 1) = 1 — L.

b 1
2. Fie a ¢i b numere naturale nenule. Aratati ca daca numarul a + — — 5 este
a

natural, atunci el este patrat perfect.

3. Se considera 2017 drepte In plan care se intersecteaza doua cate doua in puncte
distincte. Notam cu E multimea acestor puncte de intersectie. Vrem sa coloram
fiecare din punctele din F astfel incat oricare doua din aceste puncte, daca se afla
pe o aceeasi drepta (din cele 2017) gi segmentul determinat de ele nu contine alte
puncte din FE, atunci cele doua puncte sunt colorate diferit.

Care este numarul minim de culori necesar pentru a putea face o asemenea colorare?

4. Fie ABC un triunghi ascutitunghic. Indltimile [AA4,], [BB] si [CCYy] se inter-
secteaza in punctul H. Fie A, simetricul lui A fata de B;C si O centrul cercului
circumscris triunghiului ABC'

a) Demonstrati ca punctele O, Ay, By si C' sunt conciclice.

b) Demonstrati ca O, H, A; si Ay sunt conciclice.

Timp de lucru: 4 ore

! Barajul a avut pondere 25% in selectia echipei Frantei.



1. Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul

I’l(ZL‘l—l) = Ig—l
1‘2(272—1) = $3—1

T2016(T2006 — 1) = 2017 — 1
To017(T2017 — 1) = o1 — L.
Solutie:
Sa facem conventia ca x93 = x1. Atunci, pentru orice j = 1,2017, avem ca

Tjy1 —Tj = Ij(l’j - 1) +1 — Ty = (Ij — 1)2 2 0, deci 1 = T92018 Z T2017 Z .. Z xI1.
Asadar toate numerele sunt egale, deci 0 = z;.1 — z; = (z; — 1)?, adicd z; = 1,
Vi =1,2017.

Reciproc, este evident ca x1 = x9 = ... = 29917 = 1 este solutie a sistemului.
2. Fie a ¢i b numere naturale nenule. Aratati ca daca numarul a + — — 7 este
a
natural, atunci el este patrat perfect.
Solutie:
. a a
Inmultind cu a obtinem ca a® + b — 7 este intreg, deci k = 7 este Intreg. Analog,
2 b2
inmultind cu b, deducem ca — este numar intreg. Cum — = T exista c € N* ast-
a a
o b 1 1 .. . .
fel incat b = ck. Cum — — 55 o este numar intreg, inmultind cu £ deducem
a c
1 b 1
ci si — este intreg, adicd ¢ = 1. Atunci b = k si a = k?, deci a + - — 7= k?* este
c a
patrat perfect.

3. Se considera 2017 drepte in plan care se intersecteaza doua cate doua in puncte
distincte. Notam cu E multimea acestor puncte de intersectie. Vrem sa coloram
fiecare din punctele din F astfel incat oricare doua din aceste puncte, daca se afla
pe o aceeasi drepta (din cele 2017) gi segmentul determinat de ele nu contine alte
puncte din FE, atunci cele doua puncte sunt colorate diferit.

Care este numarul minim de culori necesar pentru a putea face o asemenea col-
orare?

Solutie:

Vom arata ca numarul minim de culori este 3 si ca rezultatul ramane valabil pentru
orice numar n > 3 de drepte.

Mai intai sa remarcam ca in configuratia obtinuta trebuie sa avem o regiune tri-
unghiulara netraversata de alte drepte. intr—adevér, trei drepte care nu sunt nici-
care doua paralele se intersecteaza formand un triunghi. Orice drepta care in-
tersecteaza triunghiul il imparte pe acesta intr-o zona triunghiulara si una patru-
latera. Vom obtine astfel o noua zona triunghiulara gi, trasand succesiv celelalte
2014 drepte, vom ramane mereu cu o suprafata triunghiulara. Varfurile acestui
triunghi trebuie colorate cu culori diferite, deci avem nevoie de cel putin 3 culori.



Vom incheia demonstratia construind o colorare adecvata cu 3 culori. Avand un
numar finit de puncte, putem alege un reper ortogonal in care axa ordonatelor
nu este paralela cu niciuna din cele 2017 drepte. Atunci abscisele punctelor din

E vor fi doua cate doua diferite. Putem atunci nota punctele din £ in ordinea

2017 - 2016
crescatoare a absciselor: My, M, ..., M, unde k = —s Pentru orice 7,

punctul M; are cel mult 4 vecini (puncte cu care este unit printr-un segment care
nu contine alte puncte din E). Daca M, si M, sunt doi dintre vecinii lui M; si
M; € (M,, M,), atunci exact unul dintre punctele M, si M, are abscisa mai mica
decat cea a lui M;. Prin urmare, cel mult doi dintre vecinii unui punct M; au ab-
scisa mai mica decat acesta. Putem atunci colora inductiv, in ordinea numerotarii
punctelor. Coloram M; cu verde si Ms cu rosu. Fie 3 < j < k. Presupunem ca
punctele My, My, ..., M;_; au fost deja colorate cu verde, rosu sau albastru astfel
incat nicicare doua puncte vecine sa nu fi fost colorate (inca) cu o aceeasi culoare.
Conform observatiei de mai sus, cel mlt doi dintre vecinii lui M; au fost colorati
pana acum. Putem atunci colora punctul M; cu o culoare diferita de cea a vecinilor
sai deja colorati.

4. Fie ABC un triunghi ascutitunghic. Indltimile [AA4,], [BB,] si [CCYy] se inter-
secteaza In punctul H. Fie Ay simetricul lui A fata de B1C; si O centrul cercului
circumscris triunghiului ABC.

a) Demonstrati ca punctele O, Ay, By si C' sunt conciclice.

b) Demonstrati ca O, H, A; si Ay sunt conciclice.

Solutie:

a) A, H, By, C; sunt conciclice (sunt pe cercul de diametru [AH]), deci

m(<XAB,Cy) = m(<AHCY) = 90° — m(<CLAH).

Dar AA; L B,Cy, deci <AsAB; = <C1AH, adica semidreptele (AH si (AAs sunt
izogonale in unghiul <BAC (adica sunt simetrice fata de bsecitoarea acestuia).
Deducem ca Ay € (AO. Dar AO = CO implica <ACO = <CAO = <AAyBy, deci
O, A,, By i C sunt conciclice.

b) Din puterea punctului A fata de cercurile circumscrise patrulaterelor B;OAsC
si CAiHB, avem AB; - AC = AO - AA; si ABy - AC = AH - AA;. Deducem
ca AO - AA; = AH - AA, si, din reciproca teoremei puterii punctului, rezulta ca
punctele O, Ay, A; si H sunt conciclice.

Remarca: Ipoteza de triunghi ascutitunghic nu este necesara.






