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Primul baraj pentru JBMO, 4 ianuarie 2017"

1. Determinati functiile f : R — R, cu proprietatea ca

F@?) ~ f() < (f(a) +b) (a— f)). VabeR.

2. Fie S multimea numerelor de doua cifre care nu contin cifra 0. Doua numere
din S se numesc prietene daca cifrele lor cele mai mari sunt egale, iar cifrele lor cele
mai mici difera prin 1. De exemplu, 68 si 85 sunt prietene, 78 si 88 sunt prietene,
dar 58 i 75 nu sunt prietene.

Determinati cel mai mare numar natural m pentru care exista o submultime 7" a
lui S formata din m numere, nicicare doua dintre numerele din 7" nefiind prietene.

3. Fie P(x) = 2* — 2% — 322 — x + 1. Demonstrati ca exista o infinitate de numere
naturale n astfel incat P(3") sa nu fie numar prim.

4. Fie ABC un triunghi dreptunghic in C'. Fie D piciorul inaltimii din C, iar
Z acel punct de pe [AB] pentru care AC = AZ. Bisectoarea unghiului <BAC
intersecteaza (CB) si (CZ) in X si respectiv Y. Aratati ca punctele B, X,Y, D
sunt conciclice.

Timp de lucru: 4 ore

! Barajul a avut pondere 25% in selectia echipei Frantei.



1. Determinati functiile f : R — R, cu proprietatea ca

F(@?) = F1?) < (fla) +b) (a— f(8), VabeR

Solutie:

e Alegand a = b = 0 obtinem f2(0) < 0, adica f(0) =

e Alegand a =z, b =0 si apoi a = 0, b = x obtinem f(z°) = zf(z), Vz € R.

e Inlocuind in relatia din enunt, obtinem af(a) — bf(b) < (f(a) +b)(a — f(b)),
adica f(a)f(b) <ab, Va,beR.

e Pe de altd parte, zf(z) = f(2*) = —xf(—x) implica f impara. Inlocuind b cu
—b in relatia f(a)f(b) < ab obtinem f(a)f(b) > ab, Ya,b, adica f(a)f(b) = ab,
Va,beR.

e Dar f?(1) = 1 implicd f(1) = 1 sau f(1) = —1, deci f(a)f(1) = a implica
fla) =a,Va€Rsau f(a) = —a, Va € R.

e Ambele functii satisfac relatia din enunt.

2

2. Fie S multimea numerelor de doua cifre care nu contin cifra 0. Doua numere
din S se numesc prietene daca cifrele lor cele mai mari sunt egale, iar cifrele lor cele
mai mici difera prin 1. De exemplu, 68 si 85 sunt prietene, 78 gi 88 sunt prietene,
dar 58 i 75 nu sunt prietene.

Determinati cel mai mare numar natural m pentru care exista o submultime 7" a
lui S formata din m numere, nicicare doua dintre numerele din 7" nefiind prietene.
Solutie:

Raspunsul este 45. Putem considera 7" multimea elementelor din S care au cifra
mai micd impard. Aceastd multime are exact 45 de elemente.

Pe de altd parte, daca © = ab,cul <b<a<9, atunci z si © + 1 sunt prietene.
In plus, daci 2 < a < b < 9 i a este par, atunci = ab si  + 10 sunt prietene.
Astfel am gasit 36 de perechi disjuncte de numere prietene. In consecinta, dintre
cele 72 de numere mai mari sau egale cu 21, T' poate contine cel mult 36, deci T
are cel mult 9 + 36 = 45 de elemente.

3. Fie P(x) = z* — 2% — 322 — x + 1. Demonstrati ci exista o infinitate de numere
naturale n astfel incat P(3") sa nu fie numar prim.

Solutie:

Observam ci 32 = —1 (mod 5) §i 3* =1 (mod 5). Fien > 1si x = 3. Atunci
r=(3Y"-3=3 mod 5, deci P(z)=3'-3*-3*-3+1=1+3+3-3+1=0
(mod 5).

Pe de alta parte, P(z) > 2% — 2% =323 — 23 =23(x —5) > 2 —5 > 3™ — 5 > 5,
deci P(3'™*1) nu este numar prim.

4. Fie ABC un triunghi dreptunghic in C'. Fie D piciorul inaltimii din C, iar
Z acel punct de pe [AB] pentru care AC = AZ. Bisectoarea unghiului <BAC
intersecteaza (CB) si (CZ) in X i respectiv Y. Aratati ca punctele B, X,Y, D
sunt conciclice.



Solutie:

Triunghiul CAZ este isoscel, deci bisectoarea [AY] este si inaltime. Atunci patru-
laterul CADY este inscriptibil, deci m(<DY X) = 180° — m(<AY D) = 180° —
m(<ACD) = 180° — m(<X BD), de unde concluzia.
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