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1. Fie ABC un triunghi isoscel cu varful in A, cu m(<A) # 90°. Fie D punctul
de pe BC pentru care AD 1| AB. Fie E proiectia lui D pe AC. In fine, fie H
mijlocul lui [BC]. Demonstrati ca AH = HE.

5m + 2n+1

2. Determinati toate numerele naturale nenule m si n pentru care T ontl este
patratul unui numar natural.

3. Se considera 7 insule, A;, A, ..., A7. Avem voie sa construim poduri intre o
insula A; si cea urmatoare, A,y (pentru i € {1,2,...,6}), precum si poduri intre
o insuld A; (cui € {1,2,...,6}) si ultima insula, A;. Dorim sa legam insulele
cu numarul minim de poduri astfel incat sa se poata ajunge de pe orice insula pe
oricare altd insuld. In cate moduri se pot alege podurile care se vor construi?

De exemplu, daca am avea 3 insule in loc de 7, numarul minim de poduri ar fi 2,
iar alegerea celor doua poduri poate fi facuta in 3 moduri:

1) un pod intre A; si A si un altul intre Ay gi As

2) un pod intre A; gi Ay si un altul intre A; si A

3) un pod intre A; gi Az si un altul intre Ay si As.

4. Determinati toate functiile f : R — R cu proprietatea ca

flx+y)=fle—y) + f(fQA-2y), VYzyeR

Timp de lucru: 4 ore



1. Fie ABC un triunghi isoscel cu varful in A, cu m(<A) # 90°. Fie D punctul
de pe BC pentru care AD | AB. Fie E proiectia lui D pe AC. In fine, fie H
mijlocul lui [BC]. Demonstrati ca AH = HE.

Solutue:

Unghiurile <AHD si <AED fiind drepte, punctele A, D, H, E/ sunt conciclice (pe
cercul de diametru [AD]).

Apoi, m(<HAE) = 90° — m(<ACB) = 90° — m(<ABC) = m(<ADH).

Cum D si F sunt de aceeasi parte a lui AH, din conciclicitatea punctelor A, D, H, E
rezulta ca <ADH = <AFEH.

In concluzie, avem <HAF = <HFEA, deci AH = HE.
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2. Determinati toate numerele naturale nenule m si n pentru care
patratul unui numar natural.

Solutie:

Numérul 5™ — 2"+ trebuie sa divida 5™ + 2", deci si diferenta (5™ 4 2"1) —
(5™ — 2mt1) = 272 prin urmare trebuie si fie o putere a lui 2. Pe de altd parte,
5™ — 27+ este impar, deci trebuie ca 5™ — 2"t =1 gi 5™ + 2"t =42, cua € N.
Din (a—1)(a+1) = a®> — 1 = 2"*2 rezultd ci a — 1 si a + 1 trebuie si fie puteri ale
lui 2. Dar singurele puteri ale lui 2 care difera prin 2 sunt 2 si 4, deci a — 1 = 2,
a+1=4, adicd a = 3. Atunci 2"*2 = 8, implica n = 1, apoi m = 1.

In concluzie, m = n = 1 este singura solutie a problemei.

3. Se considera 7 insule, Ay, As, ..., A7. Avem voie sa construim poduri intre o
insula A; si cea urmatoare, A,y (pentru ¢ € {1,2,...,6}), precum si poduri intre
o insulda A; (cui € {1,2,...,6}) si ultima insula, A;. Dorim sa legam insulele
cu numarul minim de poduri astfel incat sa se poata ajunge de pe orice insula pe
oricare altd insuld. In cate moduri se pot alege podurile care se vor construi?

De exemplu, daca am avea 3 insule in loc de 7, numarul minim de poduri ar fi 2,
iar alegerea celor doua poduri poate fi facuta in 3 moduri:



1) un pod intre A; si Ay si un altul intre Ay gi As

2) un pod intre Ay gi Ay si un altul intre A; si As

3) un pod intre A; gi Az si un altul intre Ay si As.

Solutie:

Vom demonstra pentru inceput ca numarul minim de poduri este 6. In general,
daca sunt n insule, este nevoie de cel putin n — 1 poduri. Ne uitam deocamdata
numai la poduri de primul fel, care unesc insule cu indici consecutivi. (Podul dintre
A,_1 si A, nu il consideram ca fiind de acest fel.) Aceste poduri impart insulele
Ai, Ay, ..., A1 In k grupe formate din minim o insuld, insulele dintr-un grup
fiind deja conectate prin poduri. Daca am pune si cele £ — 1 poduri (de primul
fel) care lipsesc, am avea n — 2 poduri, deci in total avem n — k — 1 poduri de
primul fel. Apoi, fiecare grup de insule trebuie unit cu A,,, deci mai sunt necesare
inca k poduri de al doilea fel (care au un capat pe insula A,. In total sunt nece-
sare n — 1 poduri. Acest numar este suficient (putem, de pilda, rezolva circulatia
folosind n — 1 poduri de forma A;A;. 1, sau, din contra, folosind n — 1 poduri de
tipul A;A,,).

Sa notam cu a, numarul de moduri in care putem uni n insule cu n — 1 poduri.
Evident, a; = as = 1 si, agsa cum arata exemplul din enunt, a3 = 3. Sa consideram
acum n insule, A, As,..., A,. Daca A,_; nu este unit cu A,, putem suprima
insula A,,_; si, dintr-o configuratie buna pentru n insule, obtinem o configuratie
buna cu n — 1 insule. Reciproc, din orice configuratie buna cu cu n — 1 insule,
putem intercala o insula intre ultimele doua si sa o unim cu A, 5. Prin urmare,
fiecare configuratie convenabila pentru n insule in care ultimele doua insule nu sunt
unite cu un pod, provine dintr-o configuratie convenabila cu n — 1 insule. Agadar
sunt exact a,_; configuratii bune in care A,,_; si A,, nu sunt unite.

Pentru orice configuratie in care A,,_; si A,, sunt unite exista k > 1 astfel incat A,
este unit cu A,,_1, A, este unit cu A, _s, s.am.d., A, _x1 este unit cu A, dar
A, _r nu este unit cu A, _,_;. Putem atunci suprima insulele A, x, A, i1, - -,
A,_1 ¢ obtine o configuratie buna cu n — k insule. Reciproc, oricarei configuratii
bune cu n — k insule 1i putem adauga un lant format din k& insule pe care sa le
unim cu A,. Asadar sunt a; +as + ...+ a,_, configuratii bune in care A, si A,,_;
sunt unite, deci a,, = 24,1 + @p—2 + ...+ az + ay.

Folosind aceasta relatie de recurenta, calculam succesiv: a4y = 8, a5 = 21, ag = 55,
a7 = 144. Asadar raspunsul la problema noastra este 144.

4. Determinati toate functiile f : R — R cu proprietatea ca

flx+y)=fle—y) + [(fA -2y), VYz,yeR

Solutie:

Punem y = 0 si obtinem ca f(z) = f(z) + f(f(l)), adica f(f(l)) =0.

Punem z = 0 si obtinem ca f trebie sa fie para.

Pentru y = 1 obtinem f(z + 1) = f(z — 1) + f(f(1 — z)), apoi, inlocuind z cu
2 — x obtinem f(3—x) = f(1—z)+ f(f(z —1)).
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Dar f(1—z) = f(z—1) implica f(f(z—1)) = f(f(1—2)), adicd f(z+1)—f(z—1) =
fB—a)— f(1—2x),deci f(x+1)= f(3—2) = f(z —3). Punand z + 1 in loc de
x obtinem f(x 4+ 2) = f(x — 2) (f este periodica de perioada 4).

Punand y = 2 in ecuatia din enunt obtinem f(z +2) = f(x — 2) + f(f (1 —2x) ),

o 1—-1
deci f(f(l — 2x)) =0, Vz € R. Inlocuind z cu rezulta ca f(f( )) =0,
vVt € R. Ecuatia initiala devine atunci f(z +vy) = f(z —y). Alegand z =y = %
rezultd f(t) = f(0) adica f este constantd. Cum f(f(¢)) = 0, rezultd f(t) = 0,

vVt eR.
Reciproc, functia constanta 0 verifica intr-adevar ecuatia din enunt.



