BARAJE JBMO FRANTA 2015
Al doilea baraj pentru JBMO, 19 februarie 2015

1. Determinati numerele reale x,y, z care satisfac sistemul urmator de ecuatii:
rT=/2y+3, y=v2z+3, 2 =v2zx+3.

2. Fie n si k doua numere naturale nenule. Dispunem de nk obiecte (de aceeasi
marime) si de k cutii. In fiecare cutie incap n obiecte. Fiecare obiect este colorat
cu una din k culori disponibile. Demonstrati ca putem aranja obiectele in cutii
astfel incat in fiecare cutie sa fie obiecte de cel mult doua culori.

3. Spunem ca un numar natural nenul n este amuzant daca, pentru orice divizor
pozitiv d al lui n, numarul d + 2 este prim. Determinati toate numerele naturale
amuzante pentru care numarul divizorilor este maxim.

4. Fie ABC un triunghi scalen. Fie w cercul inscris gi I centrul sau. Notam
cu M, N, P punctele de contact ale lui w cu laturile [BC|, [C'A] si [AB]. Fie
{J} = MN N IC. Dreapta PJ taie a doua oarda w in K. Demonstrati ca:

a) CKIP este inscriptibil;

b) (C1 este bisectoarea unghiului <PCK.

Timp de lucru: 4 ore



1. Determinati numerele reale x,y, z care satisfac sistemul urmator de ecuatii:

r=+/2y+3, y=v2z+4+3, z=+v2x+ 3.

Solutie:

Este evident ca numerele x,y, z trebuie sa fie pozitive. Primele doua ecuatii revin
la 22 = 2y + 3 si y* = 22 + 3. Scdzandu-le, obtinem z? — y? = 2(y — z). Deducem
ca, daca xr < y, atunci y < z si, analog, daca y < z, atunci z < z. Asadar, daca
r <y, atunci x <y < z <z, ceea ce implica r =y = 2.

Analog, rezulta si in cazul y < x ca = y = z. Deci, in orice situatie, trebuie ca
T,y 2 sa fie egale si si verifice ecuatia 22 = 2x+ 3, care revine la (z—3)(z+1) = 0.
Cum z > 0, rezulta ca r = y = z = 3. Reciproc, se verifica usor ca x =y =2 =3
este solutie a sistemului.

2. Fie n si k doua numere naturale nenule. Dispunem de nk obiecte (de aceeasi
mérime) si de k cutii. In fiecare cutie incap n obiecte. Fiecare obiect este colorat
cu una din k culori disponibile. Demonstrati ca putem aranja obiectele in cutii
astfel incat in fiecare cutie sa fie obiecte de cel mult doua culori.

Solutie:

Vom face demonstratia prin inductie dupa k. Daca k = 1 afirmatia este evidenta.
Sa presupunem afirmatia adevarata pentru orice j < k si sa o demonstram pentru
k. Daca una din culori, ¢, este folosita de exact n ori, punem toate obiectele de
culoarea ¢ in ultima cutie. Ipoteza de inductie ne arata ca putem aranja cele
n(k — 1) obiecte ramase In primele k£ — 1 cutii astfel incat in fiecare cutie sa avem
obiecte de cel mult doua culori.

Sa presupunem acum ca nicio culoare nu este folosita de exact n ori. Daca toate
culorile sunt folosite de cel mult n — 1 ori, putem avea cel mult (n — 1)k obiecte
in total, ceea ce contrazice ipoteza. Deci una dintre culori, ¢;, este folosita de cel
putin n + 1 ori. Similar, una din culori, ¢y, este folosita de cel mult n — 1 ori.
Plasam toate obiectele de culoarea ¢, in ultima cutie si completam cutia cu obiecte
de culoarea c¢;. Ipoteza de inductie asigura ca putem aranja cele n(k — 1) obiecte
ramase in primele k£ — 1 cutii astfel incat fiecare cutie sa contina obiecte de cel mult
doua culori.

3. Spunem ca un numar natural nenul n este amuzant daca, pentru orice divizor
pozitiv d al lui n, numarul d 4+ 2 este prim. Determinati toate numerele naturale
amuzante pentru care numarul divizorilor este maxim.

Solutie:

Fie n un numar amuzant si p un divizor prim al lui n. Atunci p este impar, deoarece
p + 2 este prim.

Sa presupunem ca p > 5. Atunci p + 2 este prim si p + 2 > 3, deci p + 2 nu este
divizibil cu 3. Deducem ca p nu este congruent cu 1 modulo 3. Este clar ca p nu
este congruent nici cu 0 modulo 3, deci p =2 (mod 3).

S& presupunem ci p? | n. Atunci p? = 1 (mod 3), deci p? +2 = 0 (mod 3). In plus,



p? + 2 este prim, deci p? 4+ 2 = 3, ceea ce este imposibil. Deducem din cele de mai
sus ca daci p > 5 este un divizor prim al lui n, atunci p? nu il divide pe n.

De asemenea, daca p; si pe sunt divizori primi distincti > 5 ai lui n, atunci pips
divide n, deci p1ps + 2 este divizibil cu 3, ceea ce este imposibil.

Prin urmare, orice numar amuzant n este de forma n = 3% sau de forma 3*p unde
p este prim.

Se verifica usor c& 3+ 2, 32+ 2, 33+ 2 si 3* 4+ 2 sunt prime, dar 3° + 2 nu este, deci
trebuie k < 4.

Numerele de forma 3% au asadar cel mult 5 divizori.

Daca n = 3* -5 = 405, atunci n + 2 nu este prim, deci n nu este amuzant.

Daca n = 3Fp cu p > 7 prim si k£ > 3, atunci numerele p, 3p, 9p, 27p sunt divizori
ai lui n congruenti cu p, 3p, 4p, 2p modulo 5. Cele patru numere dau resturi nenule
diferite la impartirea cu 5, deci, intr-o anumita ordine, ele dau resturile 1, 2, 3, 4.
Agadar exista un divizor d > 7 al lui n astfel incat d = 3 (mod 5). Atunci d+2 > 5
$i 5| d—+ 2, ceea ce arata ca d + 2 nu este prim.

Deducem din cele de mai sus c& intregii amuzanti de forma 3%p satisfac k < 2 sau
(k <3sip=>5), deci au cel mult 8 divizori, cu egalitate numai daca k = 3 gi p = 5.
Reciproc, verificim c& 33 - 5 este amuzant, deci unicul numéar amuzant care are un
numéar maxim de divizori, 8, este numarul 3% -5 = 135.

4. Fie ABC un triunghi scalen. Fie w cercul inscris gi I centrul sau. Notam
cu M, N, P punctele de contact ale lui w cu laturile [BC|, [C'A] si [AB]. Fie
{J} = MNNIC. Dreapta PJ taie a doua oara w in K. Demonstrati ca:

a) CKIP este inscriptibil;

b) (C1I este bisectoarea unghiului <PCK.

Solutie:

a) Deoarece IM L MC gi IN 1L NC, punctele
M si N sunt situate pe cercul de diametru
[IC], deci punctele M, N,I,C sunt conciclice.
Scriind puterea punctului J fata de acest cerc
obtinem JM - JN = JI - JC. Pe de alta parte,
din puterea lui J fata de cercul inscris, rezulta
JM-JN = JK-JP. Asadar JI-JC = JK-JP,
ceea ce arata ca punctele I, C, K, P sunt conci-
clice.

b) Din a) rezultda <ICP = <IKP si <KCI =
<K PI. Dar triunghiul TPK este isoscel cu
varful in I, deci <UKP = <U/PK, de unde
<ICP =<ICK.




