BARAJE JBMO FRANTA 2014
Al treilea baraj pentru JBMO, 14 mai 2014

1. Determinati numarul maxim de elemente pe care le putem alege din multimea
{1,2,...,2014} astfel incat diferenta dintre oricare doua dintre elementele alese sa
fie diferita de 17.

2. Fie P un punct exterior cercului C. Tangentele din P la cercul C intersecteaza
cercul in punctele A si B. O dreapta care trece prin P intersecteaza cercul in
punctele @ si R. Fie S € C astfel incat BS || QR. Demonstrati ca SA trece prin
mijlocul lui [QR].

3. Fie n un numar natural nenul si aq, as, ..., a, numere reale astfel incat
ay>as > ...>a, >0sia; +as+...+a, =1. Demonstrati ca

a? +3a2+5a2+...+ (2n—1)a? < 1.

4. Determinati toate functiile f : N* — N* care au proprietatea cd m? + f(n)
divide mf(m) + n pentru orice m,n € N*.

Timp de lucru: 4 ore



1. Determinati numarul maxim de elemente pe care le putem alege din multimea

{1,2,...,2014} astfel incat diferenta dintre oricare doua dintre elementele alese sa
fie diferita de 17.

Solutie:

Pentru fiecare r € {0,1,2,...,16} consideram A, multimea numerelor naturale

nenule, mai mici sau egale cu 2014 care dau restul r la impartirea cu 17. Conditia
din enunt revine la a alege cat mai multe elemente din fiecare multime A, fara
a alege elemente consecutive ale unei aceeasi submultimi (numerele cu diferenta
17 sunt elemente consecutive ale unei submultimi A,). Dintr-o submultime A, cu
un numar par de elemente putem alege cel mult jumatate (altfel avem printre nu-
merele alese doua elemente consecutive ale lui A,). Dintr-o submultime A, cu un
numar impar, 2k + 1, de elemente putem alege cel mult jumatatea mai mare, adica
k + 1 elemente. Putem alege pentru fiecare A, elementele de rang impar (cel mai
mic element, al treilea cel mai mic, al cincilea, etc). Deoarece 2014 = 17 - 118 + 8,
8 dintre multimile A, au cate 119 elemente, celelalte 9 au 118 elemente. Asadar
putem alege cel mult 860+ 9-59 = 1011 numere. (Exemplul dat mai sus, in care
alegem elementele de rang impar ale fiecarei submultimi A,., revine la urmatoarea
alegere: alegem primele 17 elemente, apoi pe urmatoarele 17 nu le alegem, apoi
din nou le alegem pe urmatoarele 17, etc.)

2. Fie P un punct exterior cercului C. Tangentele din P la cercul C intersecteaza
cercul in punctele A i B. O dreapta care trece prin P intersecteaza cercul in
punctele @ si R. Fie S € C astfel incat BS || QR. Demonstrati ca SA trece prin
mijlocul lui [QR].

Solutie:

Cum <RBP = <RQ@B, triunghiurile PRB i PB(@ sunt asemenea. La fel si

B PB PA A
triunghiurile PRA si PAQ. Atunci g@ = PO = PO = iQ' SBR(Q) este trapez

isoscel, deci simetric fata de mediatoarea lui [SB]. Atunci RB = QS si BQ = RS,
RA S

o - %, adici RA - RS = AQ - QS. Unghiurile <ARS si <AQS sunt
suplementare, deci au acelasgi sinus. Prin urmare, 24,4rs = AR- RS -sin(<ARS) =
AQ-QS -sin(<AQS) = 2A4¢s. Daca {M} = ASNQR, iar Q' si R’ sunt proiectiile
lui Q, respectiv R, pe AS, din cele de mai sus rezulta ca AS - QQ' = AS - RR/,
adica Q@' = RR'. Atunci triunghiurile MQQ" si M RR' sunt congruente, deci
MQ = MR.
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3. Fie n un numar natural nenul si ay, as, ..., a, numere reale astfel incat
a1 >ay > ...>a, >0sia; +as+ ...+ a, =1. Demonstrati ca

a? +3a3+5a3+...+(2n—1)a? < 1.

Solutie:
Pentru a face si apara termenii a2, ridicim relatia a; +as + . ..+ a, = 1 la patrat,
apoi exploatam ordinea numerelor

1= (a1 +ay+ ... +a,)? Za +222alaj>2a —|—2ZZCL =

i=1j5=1i+1 1=1j=i+1
a; +3as +5a3 + ...+ (2n — 1)a?
Remarca: Folosind ¢& 1 4+ 3 + ...+ (2n — 3) = (n — 1)?, obtinem c& a, <
a1 +3az+ ...+ (2n —3)an,—

(din inegalitatea ponderata a mediilor). Folosind

(n—1)?
aceasta ultima inegalitate, putem demonstra inegalitatea prin induc§ie si mixing
variables: notand E, (a1, as,...,a,) = a + 3a3 +5a3 + ... + (2n — 1)a2, avem
ap ap, ap
En y U2y 000y Un <En N sy Yn— 70 =
(ay,ay a,) < (a1+n_1 a2~|— —7 a 1+n—1 )
an, an, an,
En— Y s oty Yn—
1 <a1 +— 1 T (p—1 + 1)

4. Determinati toate functiile f : N* — N* care au proprietatea cd m? + f(n)
divide mf(m) + n pentru orice m,n € N*.

Solutie:

Fie f o functie cu proprietatea din enunt,.

Pentru m = n = 2, conditia din enunt devine 4 + f(2)
divide si 8 + 2f(2), deci divide si pe 6. Deducem ca f(2

| 2f(2) + 2. Dar 4 + f(2)
)
Alegand acum m = 2, conditia din enunt, revine la 4 + f

(2
2.
n) divide 4 4+ n, ceea ce

I



implica f(n) <n, Vn € N*,

Pe de altd parte, punand m = n in conditia din enunt, obtinem ci n?+ f(n) divide
nf(n) +n, deci n® + f(n) < nf(n) +n, adicd n(n — 1) < (n — 1) f(n), de unde
fn) > n, Vn > 2. Avem, evident, si f(1) > 1, deci, f(n) > n, Vn € N* adica
f(n) =n, ¥n € N*| functie care verifica intr-adevar conditia din enunt.



