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1. Fie C si C' doua cercuri exterioare, de centre O, respectiv O'. O tangenta co-
muna exterioara intersecteaza tangentele comune interioare in punctele M si N.
Demonstrati ca OM 1. O'M si ON 1. O'N.

2. Fie k£ un numar natural nenul. Un operator de telefonie propune fiecarui client
sa-gi aleaga k numere cu care comunicarea sa fie gratuita. (Daca un client A alege
numarul lui B, atunci atat apelurile lui A catre B cat si cele ale lui B catre A sunt
gratuite.) Consideram un grup de n persoane.

a) Daca n > 2k + 2, demonstrati ca in grup existd doud persoane care nu pot
comunica gratuit.

b) Daca n = 2k + 1, demonstrati ca cele n persoane din grup pot face in asa fel
incat oricare doua persoane din grup sa poata comunica gratuit.

3. Fie n un numar natural nenul. Determinati toate numerele naturale nenule p

pentru care exista numerele naturale nenule x; < x5 < ... < x,, astfel incat
1 2 n
—+—+...+—=0p
T o) Ty

4. Fie ABC un triunghi ascutitunghic cu AB # AC. Notam cu D piciorul bisec-
toarei lui <BAC. Punctele E si F' sunt picioarele inaltimilor din B, respectiv C.

Cercul circumscris triunghiului DBF' intersecteaza cercul circumscris triunghiului
DCFE intr-un punct M diferit de D. Demonstrati ca ME = M F'.

Timp de lucru: 4 ore



1. Fie C si C' doua cercuri exterioare, de centre O, respectiv O'. O tangenta
comuna exterioara intersecteaza tangentele comune interioare in punctele M si N.
Demonstrati ca OM 1. O'M si ON 1. O'N.

Solutie:

Fie A si A’ punctele de contact ale tangentei exterioare cu cercurile C si C’, iar B si
B’ punctele de contact ale tangentei interioare care trece prin M cu cercurile C si
C'. Cele doua tangente care trec prin M sunt simetrice fata de OM deci (MO este
bisectoarea interioara a unghiului <AM B. La fel, (M O’ este bisectoarea interioara
a unghiului <A’M B’, deci bisectoarea exterioara a unghiului <AM B. Bisectoarea
exterioara fiind perpendiculara pe cea interioara obtinem imediat concluzia.

2. Fie k un numar natural nenul. Un operator de telefonie propune fiecarui client
sa-gi aleagd k numere cu care comunicarea sa fie gratuita. (Daca un client A alege
numarul lui B, atunci atat apelurile lui A catre B cat si cele ale lui B catre A sunt
gratuite.) Consideram un grup de n persoane.

a) Daca n > 2k + 2, demonstrati ca in grup existd doud persoane care nu pot
comunica gratuit.

b) Daca n = 2k + 1, demonstrati ca cele n persoane din grup pot face in asa fel
incat oricare doua persoane din grup sa poata comunica gratuit.

Solutie:

Vom spune ca o persoana A a ales o persoana B daca numarul lui B face parte
dintre numerele alese de A cu care comunicarea sa fie gratuita.

a) Deoarece fiecare persoana poate alege cel mult k alte persoane, exista cel mult
kn perechi de persoane care pot comunica gratuit. Ori numarul total de perechi

n(n—1)
2

de persoane este , (fiecare din cele n persoane este in pereche cu celelalte

n — 1, deci sunt n(n — 1) perechi, insa fiecare pereche a fost numarata de doua ori)

.n(n—1 n(2k +1 . . :
si ( 5 ) > ( 5 ) > nk. Astfel, numarul total de perechi este mai mare
decat numarul de perechi care pot comunica gratuit, deci exista macar o pereche
de persoane care nu pot comunica gratuit.

b) Sa plasam cele 2k + 1 persoane pe un cerc. Fiecare persoana alege sa comunice




gratuit cu cele k persoane situate dupa ea pe cerc. Astfel fiecare persoana X va
putea comunica gratuit cu toata lumea, celelalte k persoane, cele pe care nu le-a
ales X, alegand-o ei pe X.

3. Fie n un numar natural nenul. Determinati toate numerele naturale nenule p
pentru care exista numerele naturale nenule x; < x5 < ... < x,, astfel incat

1 2 n
—+ =+ ...+ —=p
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Solutie:
Vom arata ca multimea solutiilor problemei este {1,2,...,n}.
Sa observam mai intai ca daca x; < x5 < ... < x, sunt numere naturale nenule,

atunci zp > k, Vk = 1,n. Daca pentru un numar natural p exista numerele natu-

1 2 n
rale r1 < 29 < ... < x, astfel incat — + — + ...+ — = p, atunci 1 < p < n.
Ty Xy x
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Intr-adevar, folosind ca xp > k, avemp = —4+—+.. .+ — < —+—+4...+— =n.
T1 X2 Tp 1 2 n

Reciproc, sa aratam ca pentru orice p € {1,2,...,n} putem alege 1 < 25 < ... <

PO | n 5
x, numere naturale astfel incat — + — + ... + — = p. Vom alege sa facem
T i) Tn

primele p — 1 fractii egale cu 1 si ultimele n — p 4 1 egale si cu suma 1, deci egale

1
cu-— ——. Evident, suma acestor fractii va fi p. Alegem asadar z; = 1, x5 = 2,

n—p+
@y =p—1, 2, =pn—p+1), 7o = (p+1)(n—p+1), ..., 2, =n(n—p+1).
Este ugor de vazut ca x1 < z9 < ... < x,.

4. Fie ABC un triunghi ascutitunghic cu AB # AC. Notam cu D piciorul bisec-
toarei lui <BAC. Punctele E si F' sunt picioarele inaltimilor din B, respectiv C.
Cercul circumscris triunghiului DBF intersecteaza cercul circumscris triunghiului
DCE intr-un punct M diferit de D. Demonstrati ca ME = M F'.

Solutre:

Vom folosi

Teorema lui Miquel: Daca D, E, F' sunt puncte pe laturile (BC'), (C'A), respec-
tiv (AB) ale unui triunghi ABC, atunci cerurile circumscrise triunghiurilor AEF,
BFD si CDE au un punct comun.

intradevér, daca M este al doilea punct de intersectie al cercurilor BF'D si CDFE,
atunci m(<FMD) = 180° — m(<B), m(<DME) = 180° — m(<C), deci

m(<EMF) = 360°—m(<EFMD)—m(<DME) = m(<B)+m(<C) = 180°—m(<A),

ceea ce arata ca AEMF' este inscriptibil.

In situatia din problema noastra rezulta ca M apartine cercului circumscris tri-
unghiului AEF.



Sa mai observam ca patrulaterul BCEF' este inscriptibil, deci m(<AME) =
m(<AFE) = m(«C) = 180° — m(«DMFE), deci M € (AD). Fiind pe bisec-
toarea lui <EFAF, M este mijlocul arcului FF' din cercul circumscris lui AEF.
Rezulta de aici ca ME = M F.




