BARAJE JBMO FRANTA 2013
Primul baraj pentru JBMO, 9 ianuarie 2013

1. Daca n este un numar natural nenul, notam cu S(n) suma cifrelor sale din
scrierea in baza 10.

a) Exista numere naturale nenule a si b astfel incat S(a) = S(b) = S(a+b) = 20137
b) Exista numere naturale nenule a si b astfel incat S(a) = S(b) = S(a+b) = 20167

2. Numerele reale a, b, c sunt distincte si nenule gi presupunem ca exista doua
numere reale z si y astfel incat a®> +ax+y =0, +br+y=0si 3 +cx+y=0.
Demonstrati ca a + b+ c = 0.

3. Pe un cerc I' se considera punctele A, B, C astfel incat AC' = BC. Fie P un
punct de pe arcul AB al cercului I' care nu contine punctul C'. Perpendiculara din
C pe PB intersecteaza PB in D.

Demonstrati cda PA+ PB = 2PD.

4. In vérfurile unui caroiaj 2013 x 2013 se plaseaza scaune. Fiecare scaun este
ocupat de catre o persoana. Unele persoane decid sa-si schimbe locul: unele per-
soane se muta cu un loc spre dreapta, altele cu 2 locuri in fata, unele cu 3 locuri
spre stanga si altele cu 6 locuri in spate. La sfarsit, fiecare loc este ocupat de o
singura persoana.

Demonstrati ca exista cel putin o persoana care nu si-a schimbat locul.

Timp de lucru: 4 ore si 30 de minute



1. Daca n este un numar natural nenul, notam cu S(n) suma cifrelor sale din
scrierea 1n baza 10.

a) Exista numere naturale nenule a si b astfel incat S(a) = S(b) = S(a+b) = 20137
b) Exista numere naturale nenule a si b astfel incat S(a) = S(b) = S(a+b) = 20167
Solutie:

a) Reamintim c& un numar natural nenul m si suma cifrelor sale, S(m), sunt con-
gruente modulo 9.

Intr-adevir, cum 10 = 1 (mod 9), avem 10 = 19 =1 (mod 9), Vj > 0, deci, daca
t t

m = a...aag, atunci m = Zaj 10 = Zaj = S(m) (mod 9).
5=0 j=0

Presupunand ca ar exista a gi b cu proprietatea din enunt, am avea a = S(a) =
2013 =6 (mod 9) si analog b =6 (mod 9), dar i a+ b =6 (mod 9). Dar atunci
6=a+b=6+6 (mod9), contradictie.
b) Exista numere cu aceasta proprietate. Un exemplu ar fi a = b = 9090. .. 909.
Atunci a +b=1818...18 51 S(a) = S(b) = S(a + b) = 9 - 224 = 2016.
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2. Numerele reale a, b, c sunt distincte si nenule si presupunem ca exista doua
numere reale z si y astfel incat a® +ar +y =0, B3 +br+y=0si S +cx+y = 0.
Demonstrati ca a + b+ c = 0.
Solutie:
Scazand a doua ecuatie din prima obtinem (a — b)(a® — ab + b* + z) = 0. Cum
a # b, rezulta a® + ab + b*> + x = 0. Analog rezulta ca si a® + ac+c? +x = 0.
Scazand aceste doud relatii obtinem (b — ¢)(a + b+ ¢) = 0 si, cum b # ¢, rezulta
a+b+c=0.
Remarca: Afirmatia rezulta direct din relatiile lui Viéte: daca a,b, ¢ sunt solutiile
ecuatiei t3 + xt + y = 0, atunci suma lor este 0.

3. Pe un cerc I se considera punctele A, B, C astfel incat AC = BC'. Fie P un
punct de pe arcul AB al cercului I" care nu contine punctul C'. Perpendiculara din
C pe PB intersecteaza PB in D.

Demonstrati ca PA+ PB =2PD.

Solutie:

Fie Q € (PB astfel incat BQ) = PA. Avem asadar AP = BQ, CA = CB
si m(<CAP) = 180° — m(<CBP) = m(<CBQ), deci ACAP = ACBQ (LUL).
Deducem ca C'P = C'Q), adica triunghiul C'PQ este isoscel, deci D, piciorul inaltimii
din C, este mijlocul lui [PQ]. Avem asadar PA+ PB = BQ + PB = PQ = 2PD.



4. In varfurile unui caroiaj 2013 x 2013 se plaseaza scaune. Fiecare scaun este
ocupat de catre o persoana. Unele persoane decid sa-si schimbe locul: unele per-
soane se muta cu un loc spre dreapta, altele cu 2 locuri in fata, unele cu 3 locuri
spre stanga si altele cu 6 locuri in spate. La sfarsit, fiecare loc este ocupat de o
singura persoana.

Demonstrati ca exista cel putin o persoana care nu gi-a schimbat locul.

Solutie:

Fie A numarul persoanelor care se muta catre dreapta, b numarul persoanelor care
se muta in fata, ¢ numarul persoanelor care se muta spre stanga si d numarul per-
soanelor care se muta in spate. Putem presupune fara a restrange generalitatea
ca am considerat un reper in care toate varfurile carioajului au coordonate intregi
(x;, ;). Deoarece dupa mutari pozitiile ocupate raméan, in ansamblul lor, aceleasi,
suma absciselor inainte si dupa mutari este aceeasi, si la fel suma ordonatelor.
Pe de alta parte, suma absciselor se modifica cu a — 3¢, iar cea a ordonatelor cu
2b — 6d. Asadar, avem a = 3c si b = 3d, adica a, ¢ au aceeasi paritate si, la fel,
b, d au aceeagi paritate. Dar atunci totalul persoanelor care se deplaseaza este
a+b+c+d=(a+c)+ (b+d), care este un numar par, deci nu poate fi 2013.
Prin urmare, exista cel putin o persoana care nu se muta.



