BARAJE JBMO FRANTA 2013

Test de antrenament, 24-25 noiembrie 2012

1
1. Fie z un numar real pozitiv care satisface x + — = 3. Determinati valoarea lui
x

1
7

2. Cate numere intregi se pot scrie sub forma +1 +2 4+ 3... £ 2012 cu diverse
alegeri ale semnelor + gi — 7

3. Determinati cel mai mare numar natural n pentru care exista n numere naturale

distincte aq, as, . .., a, € [1,100] care verifica urméatoarele doua conditii:
a) niciunul dintre numerele ay, as, .. ., a, nu este prim;
b) numerele ay, as, ..., a, sunt doua cate doua prime intre ele.

4. Fie ABC' un triunghi de arie 1. Determinati aria maxima a unui paralelogram
ale carui patru varfuri sunt in interiorul sau pe frontiera triunghiului.

Timp de lucru: 4 ore si 30 de minute



1. Fie z un numar real pozitiv care satisface x + — = 3. Determinati valoarea lui
x

$7+—7
X

Solutie:
) 1 . .
Pentru orice n € N* notdm a,, = 2" + — . Se verifica usor ¢a a1a, = api1+an-1 si,
x

cum a; = 3, rezulta a,.1 = 3a, — a,_1. Se calculeaza usor ay = a% — 2 =17, apoi,
folosind relatia de recurenta stabilita mai sus, se gasesc succesiv termenii urmatori
ai girului (a,):

a3:3a2—a1:18, CL4:3(13—6L2:477 a5:3a4—a3:123, a6:3a5—a4:322
si, valoarea cautata, a; = 3ag — a5 = 843.

2. Cate numere intregi se pot scrie sub forma £1 + 2 4+ 3... + 2012 cu diverse
alegeri ale semnelor + gi — 7

Solutie:

Fie S =1+2+4+34...42012 = 1006-2013. S este numar par. Schimband semnele
unora dintre termeni nu schimbam paritatea rezultatului, deci toate numerele de
forma £1 4+ 2+ 3... £ 2012 sunt numere pare cuprinse intre —S si S (inclusiv).
Reciproc, aratam ca orice numar par a cuprins intre —S si S poate fi scris sub
forma +1+2+3...+2012.

Evident, —S si S se scriu sub aceasta forma. Daca —5 < a < S5, exista 0 < b < S
astfel incat a = —S + 20b.

Daca b < 2012, atunci putem scriea = —1—-2—...—(b—1)+b—(b+1)—...—2012.
2012
Daca b > 2012 este de forma Zj cu k € {1,2,...,2012}, atunci putem scrie
j=k
a=-1-2—...—(k=1)+k+(k+1)+...4+2012.
2012 2012
In caz contrar, exista k € {1,2,...,2011} astfel incat Z j<b< Zj. Atunci
j=k+1 Jj=k
2012
=/{+ Zj, cul </ <k-—1,deci putemscriea =—-1—-2—...—({—=1)+(—
j=k+1
l+1)—...—k+(k+1)+(k+2)+...+2012.

De la —S la S sunt 25 + 1 numere, dintre care S + 1 pare, deci raspunsul cautat
este 1006 - 2013 4 1.

De fapt cheia solutiei este sa scriem orice a sub forma de mai sus: ultimii cativa
termeni cu plus, iar primii cu minus, cu o posibila exceptie.

Alta abordare: (bazata pe aceeasi scriere)
Pornim de la o scriere cu toate semnele , minus”, (—, —, —, ..., —).
Apoi introducem un ,,plus”, (+,—,—,...,—), si il mutam tot mai la dreapta:

(_7+7_7"'7_)7 (_7_7+a_7"'a_)7"' y (_7_7_a"'7_a+)'



Cand nu mai putem muta, introducem un nou plus, (+, —, —, ..., —, +), si il mutam
tot mai la dreapta:

(= 4+, —y— ), (= =+ =y =)y ey (===, ey, —, 5 ).
Tot introducem ,,plusuri” la inceput si le mutam spre dreapta pana ajung sa
inlocuiasca ultimul ,,minus”.
La sfargit ajungem la (+, 4,4+, ..., +).
Am pornit de la suma —1—2—...—2012, iar la fiecare pas suma a crescut cu 2 pana
aajuns 14+2+...42012. Asadar se scriu sub aceasta forma, +14+2+...42012 (dar
mai precis sub forma cu ultimele cateva semne sunt ,,plus”, primele sunt ,,minus”
cu cel mult o exceptie) toate numerele pare de la —S la S inclusiv, si numai acelea.

3. Determinati cel mai mare numar natural n pentru care exista n numere naturale

distincte aq, ag, . . ., a, € [1,100] care verifica urmatoarele doua conditii:
a) niciunul dintre numerele ay, as, . .., a, nu este prim;

b) numerele ay, as, . .., a, sunt doua cate doua prime intre ele.

Solutie:

In afard de numérul 1 (pe care avem voie si-1 considersm ca fiind unul dintre
numere), celelalte trebuie sa aiba cel putin doi factori primi, nu neaparat diferiti
intre ei, dar diferiti de factorii primi ai altor numere. Dintre factorii primi ai unui
numar a; # 1, cel putin unul trebuie si fie mai mic sau egal cu v/100 = 10 (altfel
a; > 100). Fiind doar patru numere prime mai mici ca 100, putem alege cel mult
D numere.

Putem intr-adevar alege 5 numere, de exemplu a; = 1, as = 4, a3 = 9, a4 = 25,
a5 = 49,

In concluzie, cel mai mare numar natural n cu proprietatea din enunt, este 5.

4. Fie ABC' un triunghi de arie 1. Determinati aria maxima a unui paralelogram
ale carui patru varfuri sunt in interiorul sau pe frontiera triunghiului.

Solutie:

Pentru orice paralelogram EFGH, consideram operatiile urmatoare:

(OP1) Inlocuim G si H cu ' si H' astfel incat GHH'G' si fie un paralelogram
adiacent lui EFGH.

E H H
/ / ----- |
F G

(OP2) Inlocuim G si H cu G’ si H' astfel incat punctele G, H, G', H' sunt coliniare
si segmentele [GH'] si [G'H] au acelasi mijloc. (Translatam punctele G si H cu un

vector de directie GH.)
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F G

(OP3) Inlocuim F si H cu F' si H' astfel incat EFF'G si GHH'E si fie trapeze
congruente.

Este usor de vazut ca (OP1) maregte aria paralelogramului, in timp ce (OP2) si
(OP3) nu o modifica.

Sa pornim de la un paralelogram cu varfurile situate in interiorul triunghiului ABC.
Ii vom aplica o serie de operatii de forma celor de mai sus, pastrand punctele in
interiorul sau pe frontiera triunghiului ABC si marind sau pastrand aria.
Efectuam o operatie (OP1) pana ce un varf, sa zicem F, ajunge pe una din laturile
triunghiului.

Apoi, efectuand din nou o operatie (OP1) facem ca inca un varf sa ajunga pe una
din laturile triunghiului. Daca acest varf nu este cel opus lui £, mai efectuam o
operatie (OP1) pana ce doua varfuri opuse ale paralelogramului ajung pe laturile

triunghiului.
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Sa presupunem de exemplu ca F € [BC] si G € [CA]. Punctele A si B sunt in
acelasi semiplan determinat de dreapta EG. Sa notam cu H varful paralelogra-
mului care este in acelasi semiplan cu ele.

Cel putin una din semidreptele cu originea in H si paralele cu EG nu intersecteaza
dreapta AB. Efectuam o operatie de tip (OP3): il deplasam pe H de-a lungul
semidreptei identificate mai sus (si pe F astfel incat EFGH sa ramana paralelo-
gram) pana ce unul dintre varfurile F' §i H ajunge pe frontiera triunghiului, mai
precis pe [BC| U [C'A]. Sa zicem ca I’ € [BC], ca in figura de mai jos:

Aplicand acum o operatie (OP2) putem face ca F' sa devina C, F € [BC|, G €
[CA.

B E F E C,F

Cu o ultima operatie, de tip (OP1), 1l ducem pe H pe [AB]:



Asgadar, pentru orice paralelogram cu varfurile in interiorul sau pe frontiera tri-
unghiului existd un paralelogram de arie mai mare (sau egald) care are toate
varfurile pe laturile triunghiului. Am ajuns astfel la o configuratie de forma

A
H G
B E C.F
R H BH .
Notand qg = b avem — = 1 — 2, Dranc = 2%, Iapue = (1 — )2, deci

r+(1—ux)

!
5 ) =3 (S-a folosit

Fgreyn =1—22—(1—2)? =22(1 —2) < 2- (
inegalitatea mediilor.)
Asadar aria unui paralelogram EFFGH este cel mult jumatate din aria triunghiu-

lui, cu egalitate daca si numai daca x = 3 adica daca paralelogramul are trei

dintre varfuri in mijloacele laturilor triunghiulu, iar cel de-al patrulea intr-unul din
varfuri.



