
Problema s«pt«m¥nii 46.

Exist« numere ��ntregi a �si b astfel ��nc¥t a5b + 3 �si ab5 + 3 s« fie simultan cuburi
perfecte?

USAJMO, 2014

Problem of the week no. 46

Are there integers a and b such that a5b+ 3 and ab5 + 3 are both perfect cubes of
integers?

USAJMO, 2013

English Solution
Solut�ie: (user ABCDE de pe AoPS)
R«spunsul este NU. S« presupunem prin absurd c« r«spunsul ar fi DA.
Fie m3 = a5b+ 3 �si n3 = ab5 + 3.
3 nu divide nici a nici b pentru c« ��n caz contrar expresiile ar fi divizibile cu 3 dar
nu �si cu 27, deci n-ar putea fi cuburi perfecte.
Avem m3−n3 = ab(a− b)(a+ b)(a2+ b2), care este divizibil cu 3 pentru c« fie a+ b
fie a− b este divizibil cu 3 dac« nici a nici b nu sunt.
Din Mica Teorem« a lui Fermat, m3 − n3 ≡ m− n (mod 3), deci m ≡ n (mod 3)
Astfel,m3−n3 = (m−n)(m2+mn+n2) ≡ 3m2(m−n) (mod 3). Atunci, 9 | m3−n3,
deci fie 9 | a+ b, fie 9 | a− b. Cazul ��n care 3 le divide pe am¥ndou« nu este posibil
pentru c« ar implica 3 | b. A�sadar, a ≡ b (mod 9) sau a ≡ −b (mod 9).
Prin urmare, a5b + 3 ≡ (a2)3 + 3 ≡ m3 (mod 9) sau a5b + 3 ≡ −(a2)3 + 3 ≡ m3

(mod 9).
Un cub perfect poate da numai unul dintre resturile −1, 0, 1 modulo 9 �si nicicare
dou« asemenea resturi nu difer« prin 3 �si nu au suma 3, prin urmare am obt�inut o
contradict�ie.

Alt« finalizare:

Dup« ce am ar«tat c« a �si b nu sunt multipli de 3, cum resturile cubice modulo 9
sunt 0, 1 �si 8, deducem c« a5b �si ab5 trebuie s« fie congruente cu 5 sau 7 modulo
9. Dar ϕ(9) = 6, deci, din teorema lui Euler, a6 ≡ 1 (mod 9) �si b6 ≡ 1 (mod 9).
Deducem c« b ≡ 5a (mod 9) sau b ≡ 7a (mod 9) �si a ≡ 5b (mod 9) sau a ≡ 7b
(mod 9), de unde a ≡ 25a, 35a, 49a (mod 9) dar toate conduc la 3 | a, contradict�ie.

Solut�ie: (Diana T�olu)
Ca mai sus se arat« c« a �si b nu pot fi divizibile cu 3.
Dac« a5b+3 �si b5a+3 sunt cuburi perfecte, atunci �si produsul lor este cub perfect,
deci a6b6 + 3ab(a4 + b4) + 9 este cub perfect nedivizibil cu 3. Cuburile pot fi con-
gruente cu 0, 1 sau −1 modulo 9, deci a3b3 ≡ ±1 (mod 9), deci a6b6 ≡ 1 (mod 9).
Deducem c« a6b6 + 3ab(a4 + b4) + 9 ≡ 1 (mod 9) (nu poate fi −1 modulo 3), deci
3ab(a4+ b4)+9 ≡ 0 (mod 9). Deducem c« 3 | a4+ b4 �si, cum 3 este un num«r prim
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de forma 4k + 3, rezult« c« 3 | a2 �si 3 | b2, adic« 3 | a �si 3 | b, contradict�ie.

Solut�ie: (Vlad Vergelea)
Presupunem prin absurd c« cele dou« numere ar fi cuburi perfecte. Atunci ele ar fi
congruente cu −1, 0 sau 1 modulo 9, deci a5b �si ab5 ar fi congruente cu 5, 6 sau 7
modulo 9. Pe de alt« parte, produsul lor este a6b6, p«trat perfect �si cub perfect, deci
congruent cu 0 sau 1 modulo 9. �In tabelul de mai jos se vede restul la ��mp«rt�irea
cu 9 al produsului a dou« numere care dau resturile 5, 6 sau 7 la ��mp«rt�irea cu 9:

5 6 7

5 7 3 8
6 3 0 6
7 8 6 4

Deducem c« a5b ≡ ab5 ≡ 6 (mod 9). Dar atunci produsul lor ar fi divizibil cu 9
dar nu �si cu 27 deci nu poate fi cub perfect.
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