
Problema s«pt«m¥nii 53

Fie a, b, c numere reale pozitive cu proprietatea

a

1 + a
+

b

1 + b
+

c

1 + c
= 2.

Demonstrat�i c« √
a+
√
b+
√
c

2
≥ 1√

a
+

1√
b
+

1√
c
.

Problem of the week no. 53

Let a, b, c be positive real numbers such that

a

1 + a
+

b

1 + b
+

c

1 + c
= 2.

Prove that √
a+
√
b+
√
c

2
≥ 1√

a
+

1√
b
+

1√
c
.

Solut�ia 1:

Condit�ia din enunt� poate fi scris« sub oricare din urm«toarele forme echivalente:

a

1 + a
+

b

1 + b
+

c

1 + c
= 2⇔ 1

1 + a
+

1

1 + b
+

1

1 + c
= 1⇔ abc = a+ b+ c+ 2.

Este bine cunoscut �si util de ret�inut c« putem��n acest caz decondit�iona inegalitatea

pun¥nd a =
y + z

x
, b =

z + x

y
, c =

x+ y

z
.

Cu alte cuvinte, se poate demonstra c« dac« a, b, c > 0 satisfac restrict�ia din enunt�,

atunci exist« x, y, z > 0 astfel ��nc¥t a =
y + z

x
, b =

z + x

y
, c =

x+ y

z
.

F«c¥nd aceast« substitut�ie, inegalitatea din enunt� revine la a demonstra c«, pentru
orice x, y, z > 0, are loc inegalitatea√

y + z

x
+

√
x+ z

y
+

√
x+ y

z
≥ 2

(√
x

y + z
+

√
y

x+ z
+

√
z

x+ y

)
.

Vom prezenta ��n continuare dou« demonstrat�ii ale acesteia, ambele preluate de pe
AoPS (a se vedea linkul de mai jos).

Solut�ia 1.1: (user mahanmath)√
y + z

x
+

√
x+ z

y
+

√
x+ y

z
≥ 2

(√
x

y + z
+

√
y

x+ z
+

√
z

x+ y

)

⇔
∑(√

y + z

2x
−
√

2x

y + z

)
≥ 0⇔

∑(
y + z − 2x√
x(y + z)

)
≥ 0 ⇔
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∑(
y − x√
x(y + z)

+
x− y√
y(x+ z)

)
≥ 0

⇔
∑(

(x− y)

(
1√

y(z + x)
− 1√

x(y + z)

))

⇔
∑ z(x− y)2[√

y(z + x) +
√

x(y + z)
]√

xy(z + x)(z + y)

 ≥ 0

(nu era nevoie s« ��mpart« cu
√
2, mergea la fel �si direct)

Solut�ia 1.2: (user George-A)
Substituind r =

√
x, s =

√
y, t =

√
z �si folosind at¥t la num«r«tori c¥t �si la

numitori c«
√
r2 + s2 ≥ 1√

2
(r + s), rezult« c« este suficient s« demonstr«m c«

∑ r + s

t
≥ 4

∑ r

s+ t
.

S�i aceast« inegalitate este una clasic« (��i apart�ine lui Mircea Lascu �si apare �si ��n
cartea Old and New Inequalities, pb. 39, pag. 12).

O demonstrat�ie simpl«: avem
1

s+ t
≤ 1

4

(
1

s
+

1

t

)
(din medii, CBS sau reduc¥nd-o

la (r−s)2 ≥ 0), deci
r

s+ t
≤ 1

4

(r
s
+

r

t

)
. Adun¥nd cu cele dou« inegalit«t�i analoage

obt�inem concluzia.

Solut�ia 2: O alt« solut�ie la aceast« problem«, precum �si la una asem«n«toare (prob-
lema 27272 din GM nr. 9/2016), ambele date de Marian Cucoane�s, putet�i g«si la
finalul acestui material.

Comentariu:
�In aparent�a, cheia rezolv«rii acestei probleme a stat ��n cunoa�sterea substitut�iei care
se face de obicei pentru aceast« condit�ie.
�In realitate, trucul poate fi descoperit destul de natural:
Am dori s« avem o condit�ie mai obi�snuit«, de exemplu x+ y+ z = 1. �In acest scop

not«m
1

1 + a
= x (�si atunci condit�ia revine la x+ y + z = 1).

Explicit«m a ��n funct�ie de x pentru a ��nlocui ��n inegalitate.

Avem
1

1 + a
= x⇔ a =

1− x

x
=

y + z

x
.

�In cartea Old and New Inequalities apar �si alte inegalit«t�i condit�ionate de aceea�si
restrict�ie:
pb. 49 Dac« a, b, c > 0 verific« a+b+c+2 = abc, atunci ab+bc+ca ≥ 2(a+b+c)

2



�si
√
a+
√
b+
√
c ≤ 3

2

√
abc.

De asemenea, condit�ia xy + yz + zx + 2xyz = 1 revine, not¥nd a =
1

x
, b =

1

y
,

c =
1

z
la a+ b+ c+ 2 = abc la care se face substitut�ia de mai sus.

Un alt exemplu din cartea mai sus pomenit« (pb. 41)

Dac« x, y, z > 0 satisfac xy + yz + zx+ 2xyz = 1, demonstrat�i c«:

a) xyz ≤ 1

8
;

b) x+ y + z ≥ 3

2
;

c)
1

x
+

1

y
+

1

z
≥ 4(x+ y + z);

d)
1

x
+

1

y
+

1

z
− 4(x+ y + z) ≥ (2m− 1)2

m(2m+ 1)
, unde m = max{x, y, z}.

English Solutions are available on AoPS
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