Problema saptaméanii 53
Fie a, b, c numere reale pozitive cu proprietatea

a+ b+ c
l4a 14b 14c¢

Demonstrati ca

Vat+vbtye 1
5 7+—b+

Problem of the week no. 53
Let a, b, c be positive real numbers such that

5=

a+ b+ c
l4a 14b 14c¢

Prove that
Vat+ Vbt ye L1
S AV At

Solutia 1:
Conditia din enunt poate fi scrisa sub oricare din urmaétoarele forme echivalente:
a b c 1 1 1

—2& =1 abc = b 2.
T1e 150 11ec T1a 150 11ec abe=a+0+c+

Este bine cunoscut si util de retinut ca putem in acest caz deconditiona inegalitatea

Y+ =z zZ+x r+y
, b= , C= .
x Y z
Cu alte cuvinte, se poate demonstra ca daci a, b, ¢ > 0 satisfac restrictia din enunt,
Y+ z b Z+x - T+y

x Y z

punand a =

atunci exista x,y, z > 0 astfel incat a =

Facand aceasta substitutie, inegalitatea din enunt revine la a demonstra ca, pentru
orice xz,y, z > 0, are loc inegalitatea

\/y+z+”x+z+“x+y22 - +\/ Y + © :
T Y z y+=z r+z r+y

Vom prezenta in continuare doud demonstratii ale acesteia, ambele preluate de pe
AoPS (a se vedea linkul de mai jos).

Solutia 1.1: (user mahanmath)

e el =
~E(V5 ) e () -

1




y—z r—Y
Z (N/x(y—i—z) " \/y(x—kz)) =0
1 1
D () <=1

2

2(z —y)
& >0
2. VG2 +oly+2)| VeyG )+ y)

(nu era nevoie si imparta cu v/2, mergea la fel si direct)

Solutia 1.2: (user George-A)
Substituind r = /z, s = \/y, t = /2 si folosind atat la numaratori cat i la

1
numitori ca vr? + s2 > E(r + s), rezulta ca este suficient si demonstram ca

r+S T
Z t 242 s+t

Si aceasta inegalitate este una clasica (ii apartine lui Mircea Lascu si apare gi in
cartea Old and New Inequalities, pb. 39, pag. 12).

1 1/1 1
O demonstratie simpli: avem Py < 1 (— + ¥> (din medii, CBS sau reducand-o
s s

1

la (r—s)? > 0), deci :_ ; < 2 <f + g) Adunand cu cele doua inegalititi analoage
s s

obtinem concluzia.

Solutia 2: O alta solutie la aceastd problema, precum si la una asemianatoare (prob-
lema 27272 din GM nr. 9/2016), ambele date de Marian Cucoanes, puteti gisi la
finalul acestui material.

Comentariu:
In aparenta, cheia rezolvirii acestei probleme a stat in cunoasterea substitutiei care
se face de obicei pentru aceasta conditie.
In realitate, trucul poate fi descoperit destul de natural:
Am dori sa avem o conditie mai obisnuits, de exemplu z +y + 2z = 1. In acest scop
notim H-% = z (si atunci conditia revine la x + y + z = 1).
Explicitam a in functie de x pentru a inlocui in inegalitate.
l—2 y+=z

=r&a= = :

+a T T
In cartea Old and New Inequalities apar si alte inegalitati conditionate de aceeasi
restrictie:
pb. 49 Daci a, b, ¢ > 0 verificd a+ b+ c+2 = abe, atunci ab+bc+ca > 2(a+b+c)

Avem

2



§i\/5+\/5+\/5§g\/abc.

De asemenea, conditia xy + yz + zx + 2zyz = 1 revine, notand a =

c=—-laa+ b+ c+ 2 =abcla care se face substitutia de mai sus.
z
Un alt exemplu din cartea mai sus pomenita (pb. 41)

Daca x,y, z > 0 satisfac xy + yz + zz + 2xyz = 1, demonstrati ca:

) s < 5
a) zyz < —;
Y =3 ;
b)x+y+z2§;
1 1 1
) —+-—+->4(z+y+=2);
r oy =z
1 1 1 2m — 1)?
d);+§+;—4(Jc+y+z)2%,undem:max{x,y,z}.

English Solutions are available on |AoPS
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