A 12-A OLIMPIADA BALCANICA PENTRU JUNIORI

prezentare de Mircea Fianu gi Dinu Serbédnescu

Abstract. This is a report on the 12" Junior Balcan Mathematical Olym-
piad, held in Vlora, Albania, in the period June 23™ — June 28*" 2008. The paper
presents the complete solutions of the given problems and the results of the Roma-
nian team.

Competitia s-a desfigurat in Albania, la Vlora, in perioada 23-28 iunie
2008. Au participat cele 11 tari membre {Albania, Bosnia gi Hertegovina,

Bulgaria, Cipru, Grecia, Macedonia, Moldova, Muntenegru, Roménia, Serbia
si Turcia) gi o tard cu statut de invitat, Kazachstan. Echipa Roméaniei a
fost formata din 6 elevi: Radu Bumbdcea, Andrei Alexandru Milu, Stefan
Ivanovici, Alezandru Muntean, Omer Cerrahoglu, Dan Dandila, $i condusa
de profesorii Dinu Serbanescu gi Mircea Fianu. Intr-un interval de 4 ore si 30
de minute, elevilor li s-au propus spre rezolvare 4 probleme:

1. Si se determine numerele reale a, b, ¢, d astfel incit a +b+c+d = 20
g1 ab + ac+ ad + be + bd + ed = 150.

2. Varfurile A si 3 ale unni triunghi echilateral ABC apartin cercului
k de raza 1, iar varful C este interior cercului £. Un punct D, diferit de B,
apartine cerculul & astfel incit AB = AD. Dreapta DC retaie cercul & in
punctul £. Si se calculeze lungimea segmentului CE.

3. 5a se determine numerele prime p, ¢ 81 ¥ cu proprietatea ci:

P 4

q r+1



4. Consideram o tabla 4 x 4, impartitd in 16 patrate unitate, mitial
colorate in alb. Doud pidfrate unitate se numesc vecine dacd au o latura
comund. O mutare constd in alegerea unui patrat unitate gi schimbarea culorii
sale gi a vecinilor sii in negru, dacid erau colorate in alb, gi in alb, daci eran
colorate in negru. Sa se determine valorile posibile ale lui n pentru care exista
o secventi de n mutari dupa care toate cele 16 patrate unitate devin colorate
In negri.

In opinia noastri, nivelul de dificultate al problemelor nu a fost ridicat,
comparatia fiind facutd cu edifiile antericare. Prezentim solutiile complete
ale problemelor:

1. Avem a*+b°+c* +d* = (a+b+e+d)*—2{ab+ac+ad+be+bd+cod) =
=400—-300 = 10051 (a—b)*+(a—c)+(a—d)2+(b—c)*+{(b—d)*+(c—d)* =
= 3(a® + b* + ¢* + d?) — 2(ab + ac + ad + be + bd + ed) = 300 — 300 = 0. De
alcla =b=c=dsicama+b+ec+d=20obtinelna =b=c=d=>5.

2. Fie F intersectia cercului c¢u semidreapta AC'. Din construci;le
tr11111gh1111 AO‘D este isoscel in A, deci X ACD = < ADC, deunde EF + AD =

— AE — AB +BE Conform ipotezel, arcele A3 si AD sunt egale, deci gi
arcele BE si FF sunt egale. Atunci AF este bisectoarea unghiului <<CAB,
deci AF este mediatoarea segmentului BC. Rezulta BE = CFE, si cum

BE = 2- 4BAE = 4BAC = 60°, obtinem CE = 1.

3. Esteevident ca p > ¢ sir = e 1. Cum ¢ si p — ¢ sunt prime
P—q
intre ele, avem p — ¢ | 4. Distingem cazurile:



a)p—q=1. Atunci p = 3,¢ = 2 si apol r = 7, toate numerele fiind
prime.

b)p—g=2 Atuncip=¢+2sir=2¢—1. Dacd ¢ =1 (mod 3),
atunci 3 divide p, de unde p = 3 si apol ¢ = 1, fals. Dacd ¢ = 2 (mod 3),
atunci 3 divide r, de unde v = 3 g1 apoi ¢ = 2,p = 4, fals. Ramane doar
g =3, de unde p=1r = 5.

c)p—g=4. Avemp=g¢g+4r=g—1, deunder =2, =3,p=71,
toate numerele fiind prime.

In concluzie (p,q,7) = (3,2,7),(5,3,5), (7.3,2).

4. (Dupad rezolvarea data de Omer Cerrahoglu). Numerotam coloanele
cu 1, 2, 3, 4, liniile cu a, b, ¢, d, iar patratele le indicam prin perechi: al, a2,
a3, ...,d4. Configuratia urméitoarelor 4 patrate este esentiala:

a2, b4, cl, d3.

Selectate exact o datid, tabla devine neagra, deci n = 4 convine. Mai
mult, n = 4 este valoarea minima, deoarece o mutare schimba culoarea a cel
mulf 5 patrate, iar noi avem nevoie de 16 schimbari de culoare.

Observam cd 2 mutéri succesive ce selecteaza acelagi patrat unitate nu
modifica starea, deci dupa obtinerea tablel negre in patru mutari vom putea
obtine cerinta in orice numar par n de mutéri n > 4.

Ramane sa aratam ci acestea sunt toate valorile posibile, adica pen-
tru n > 3 impar, nu existd n mutiri ce realizeazd o tabld complet nea-
gra. Consideram o secventd de n mutdri in conditiile problemei. Notdm
cu Ay, As. ..., Dy numarul de mutari in care au fost selectate patratele al,
a2,...,d4, respectiv. Evident:

n=A +Ay+ ...+ Dj,.
Deoarece culoarea patratului @2 este in final neagra, iar initial a fost



alba, au existat un numar impar de schimbari de culoare, deci un nurnar
impar de mutari efectuate cu el sau cu vecinii sai, anume al, a2, a3, b2.

Agadar, numarul ) = A) + Ay 4+ Ay + B9 este impar. Repetand ration-
amentul pentru patratele 4, cl, d3. deducem ci gi sumele:

32:A4-|—B3-|-B4+C4,
sy = D)+ Cy + Cy + Dy,
8. =C3+Ds+ D3+ Dy

sunt impare. Atunci n = 81 + 89 + 83 + 84 este sumna a 4 numere impare, deci
in mod necesar n este par.

Echipa Romaniei a cagtigat competitia cu un total de 215 puncte,
obtinidnd medaliile de aur prin Radu Bumbdicea s1 Omer Cerralioglu — am-
bii cu punctaj maxim, anume 40 de puncte — gi inca patru medalii de argint
prin ceilalti participanti. Radu Bumbdcea obtine a doua medalie de aur — din
nou cu punctaj maxim — la aceastd competitie, dupa cea din 2007 din Bul-
garia. Mentionam rezultatul obtinut de Omer Cerrehoglu, acesta find elev in
clasa a VI-a, ceilalti cinci absolvind clasa a VIII-a. In urma echipei noastre
s-an clasat Turcia (cu 208 puncte), Bulgaria (200) gi Serbia (199).

Multumim celor ce au confribuit la acest rezultat frumos al elevilor
nogtri.

Profesor, Profesor,
Bucuregti Bucuresgti



