
Problema s«pt«m¥nii 55
�Intr-un triunghi ABC, dreptunghic ��n A, not«m cu D piciorul ��n«lt�imii duse din
v¥rful A, iar cu I, J si K centrele cercurilor ��nscrise ��n triunghiurile ABC, ABD �si
respectiv ACD. Ar«tat�i c« centrul cercului circumscris triunghiului IJK se g«se�ste
pe ipotenuza [BC].

Crux Mathematicorum, nr. 2/2017, pb. OC316

Problem of the week no. 55

Let ABC be a triangle with ∠A = 90◦, D the foot of the altitude from A, and
I, J , and K the incenters of triangles ABC, ABD, and ACD, respectively. Prove
that the circumcenter of triangle IJK lies on the hypotenuse [BC].

Crux Mathematicorum, no. 2/2017, pb. OC316

Solut�ii:

Am primit multe rezolvari. Problema este destul de u�soar«. Am ales-o mai mult
pentru universul ei bogat. Din solut�iile de mai jos se desprind diverse fapte, folosite
sau nu pentru rezolvarea problemei.

Prima solut�ie este de la Vlad Vergelea. Solut�ii asem«n«toare am primit �si de la
Marian Daniel Vasile �si de la Ioana Popescu.
Cea de-a doua solut�ie mi-a fost trimis« de Cristian Mangra.
Al treilea fi�sier inclus prezint« solut�iile lui Mihai Miculit�a �si Titu Zvonaru.

Prima solut�ie consider« M �si N intersect�iile dreptelor AJ �si AK cu BC �si arat« c«
I este centrul cercului circumscris lui AMN . Atunci m(^MIN) = 2m(^MAN) =
90◦. �In triunghiul AMN , MK �si NJ sunt ��n«lt�imi (deci se taie pe AD). Rezult«
c« J �si K sunt pe cercul de diametru [MN ].
Rezult« �si c« patrulaterele KIJN �si KIJM sunt trapeze isoscele.
DLKJ este inscriptibil (��nscris ��n cercul lui Euler al lui AMN).

Solut�ia a doua consider« E proiect�ia lui I pe BC �si arat« (fapt util de ret�inut) c«
triunghiul JEK este dreptunghic isoscel, apoi c« centrul cercului circumscris lui
IJK este chiar E.

Din solut�ia a treia mai afl«m (cu notat�iile de mai sus) c« EK ⊥ AC �si EJ ⊥ AB,
adic« proiect�ia lui I pe BC, centrul cercului ��nscris ��n triunghiul ABD �si punctul de
contact al acestuia cu AB sunt coliniare. (Acest lucru se putea ar«ta �si proiect¥nd
J pe AD, cu calcul de unghiuri)
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CRUX, nr.2/2017, problema: OC316: 

 Într-un triunghi ABC  dreptunghic în ,A  notăm cu D  piciorul înălţimii duse din 

vârful ;A  iar cu ,I J  şi K  centrele cercurilor înscrise în triunghiurile ,ABC ABD  şi 

respectiv .ACD  Arătaţi că centrul cercului circumscris triunghiului ,IJK  se găseşte pe 

ipotenuza [ ].BC  
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SOLUŢIE I (Mihai Miculiţa):  
Notând cu: | |, | |, | |, | |, | |, | |a BC b AC c AB h AD m BD n CD       şi T  punctul de tangenţă 

ale cercului înscris în triunghiul ABC  cu latura [ ],BC  avem: 
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Pe de altă parte, avem: 2 2 2 2| | | | | | | |AD BC AT BD AB DT       
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Din relaţiile (1) şi (2), rezultă că: 2 2 2 2| | | | | | | | . (3)AK TC TC CK TK AC      

Notând acum cu:{ } ( [ ],N TK AC   avem: 
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În mod analog se arată că: | | | | . (5)TJ TI   

 În fine, relaţiile (4) şi (5), ne arată că punctul [ ]T BC  este centrul cercului circumscris 

triunghiului .IJK ■ 
 
SOLUŢIA a II-a (Titu Zvonaru): Notând cu N  punctul de tangenţă a cercului înscris în 

ADC  cu latura [ ]AC  şi cu { } [ ],T NK BC   avem: 
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şi atunci, din: 
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Relaţia (1) ne arată că punctul T  este punctul de tangentă al cercului înscris în ,ABC  cu 

ipotenuza [ ];BC  aşa că: . (2)IT BC  

 Aşa că, avem: 
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În mod analog se arată că: | | | | . (4)TJ TI   

 În fine, relaţiile (3) şi (4), ne arată că punctul [ ]T BC  este centrul cercului circumscris 

triunghiului .IJK ■ 
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