Problema saptamaéanii 55

Intr-un triunghi ABC, dreptunghic in A, notam cu D piciorul inaltimii duse din
varful A, iar cu I, J si K centrele cercurilor inscrise in triunghiurile ABC, ABD si
respectiv AC'D. Aratati ca centrul cercului circumscris triunghiului 7JK se giseste
pe ipotenuza [BC.

Cruz Mathematicorum, nr. 2/2017, pb. OC316

Problem of the week no. 55

Let ABC' be a triangle with ZA = 90°, D the foot of the altitude from A, and
I, J, and K the incenters of triangles ABC, ABD, and AC D, respectively. Prove
that the circumcenter of triangle IJK lies on the hypotenuse [BC].

Cruz Mathematicorum, no. 2/2017, pb. OC316

Solutii:

Am primit multe rezolvari. Problema este destul de ugoara. Am ales-o mai mult
pentru universul ei bogat. Din solutiile de mai jos se desprind diverse fapte, folosite
sau nu pentru rezolvarea problemei.

Prima solutie este de la Viad Vergelea. Solutii asemandtoare am primit gi de la
Marian Daniel Vasile si de la Ioana Popescu.

Cea de-a doua solutie mi-a fost trimisa de Cristian Mangra.

Al treilea figier inclus prezinta solutiile lui Mihai Miculita si Titu Zvonaru.

Prima solutie considera M gi N intersectiile dreptelor AJ i AK cu BC si arata ca
I este centrul cercului circumscris lui AMN. Atunci m(<MIN) = 2m(<MAN) =
90°. In triunghiul AMN, MK si NJ sunt inal{imi (deci se taie pe AD). Rezulta
cd J si K sunt pe cercul de diametru [M N].

Rezulta si ca patrulaterele KIJN si KIJM sunt trapeze isoscele.

DLK J este inscriptibil (inscris in cercul lui Euler al lui AMN).

Solutia a doua considera E proiectia lui I pe BC' si aratd (fapt util de retinut) ca
triunghiul JEK este dreptunghic isoscel, apoi ca centrul cercului circumscris lui
I JK este chiar E.

Din solutia a treia mai aflam (cu notatiile de mai sus) ca EK | AC si EJ 1 AB,
adica proiectia lui I pe BC, centrul cercului inscris in triunghiul ABD si punctul de
contact al acestuia cu AB sunt coliniare. (Acest lucru se putea arita si proiectand
J pe AD, cu calcul de unghiuri)
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CRUX, nr.2/2017, problema: OC316:
intr-un triunghi 4BC — dreptunghic in 4, notim cu D — piciorul iniltimii duse din

varful 4; iar cu /,J si K —centrele cercurilor inscrise in triunghiurile 4ABC, ABD si
respectiv ACD. Aratati ca centrul cercului circumscris triunghiului ZJK, se gaseste pe

ipotenuza [BC].

(& ~J

SOLUTIE ‘I (Mihai Miculita):
Notand cu: a=|BC|,b=| AC|,c=| AB|,h=| AD|,m=| BD |,n=|CD| si T —punctul de tangenta

ale cercului inscris in triunghiul ABC cu latura [BC], avem:
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Din relatiile (1) si (2), rezultd cd: | AK |* +|TC '=|TC | +|CK < |TK L AC|. (3)
Notand acum cu: {N} = (TK N[AC], avem:




ﬁfc?v(%c)
_, Ik = NKC

IT L BC — TIK = IKT =
}:”TCEKNC = TIK = IKT = ||TK |5 IT|. (4)

KN L AC;(3)

[TN]A[IC] = {K} = IKT = NKC

In mod analog se arata ca: ||7J || TI || (5)

In fine, relatiile (4) si (5), ne arati cd punctul 7 €[BC] este centrul cercului circumscris
triunghiului JK. m

SOLUTIA a II-a (Titu Zvonaru): Notand cu N —punctul de tangenta a cercului inscris n
AADC cu latura [AC] sicu {T} = NK n[BC], avem:
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si atunci, din: @zcosB:@:ﬂCﬂ:lBCHCNl:z.b(a+b_c):a+b_c. (1)
|CT | | BC| | AC | b 2a 2

Relatia (1) ne arata ca punctul 7" — este punctul de tangenta al cercului inscris in AABC, cu
ipotenuza [BC]; asaca: IT L BC. (2)
Asa ca, avem:
icT = Ec?v(: %cj
= TIK = NKC

IT L BC; (2 o~ TIK = IKT —
()}:}HCEKNC = TIK = IKT = || TK H IT || (3)

KN 1 AC

[TN]A[IC] = {K} = IKT = NKC

In mod analog se arata ca: || TJ |=| TI || (4)

In fine, relatiile (3) si (4), ne aratd ca punctul 7 €[BC] este centrul cercului circumscris
triunghiului JK. m
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