
Problema s«pt«m¥nii 65

Fie n un num«r natural nenul �si x1, x2, . . . , xn numere reale pozitive. Ar«tat�i c«
exist« numerele a1, a2, . . . , an ∈ {−1, 1} astfel ��nc¥t
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Problem of the week no. 65

Let n be a positive integer and let x1, x2, . . . , xn be positive real numbers. Prove
that there exist a1, a2, . . . , an ∈ {−1, 1} such that
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TST France, 2014
Solut�ie:

S«��ncepem prin a ordona numerele x1, x2, . . . , xn astfel��nc¥t x1 ≥ x2 ≥ . . .≥ xn>0.
Vom demonstra prin induct�ie tare (de fapt induct�ie de pas 2) c« o alegere conve-
nabil« a coeficient�ilor este ak = (−1)k+1.
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2, deci inegalitatea este verificat«.
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2 = (x1−x2)2 deoarece

x1 ≥ x2 > 0. Inegalitatea este din nou verificat«.
• Fie n ≥ 3. Presupun¥nd afirmat�ia adev«rat« pentru orice m < n numere, s« o
demonstr«m pentru n.
Diferent�a dintre membrul st¥ng �si cel drept, privit« ca funct�ie de x1, este
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2 = αx1 + β,

o funct�ie de gradul I, unde α = −2(a2x2+a3x3+ . . .+anxn) = 2(x2−x3)+2(x4−
x5) + . . . ≥ 0.
A�sadar, aceast« diferent�« cre�ste odat« cu x1 (funct�ia x1 7→ αx1+β este cresc«toare),
deci, cum x1 ≥ x2, avem
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2 ≥ αx2 + β =

a1x
2
2 + a2x

2
2 + . . .+ anx

2
n − (a1x2 + a2x2 + . . .+ anxn)

2 =

a3x
2
3 + a4x

4
2 + . . .+ anx

2
n − (a3x3 + a4x4 + . . .+ anxn)

2

deoarece a2 = −a1 implic« a1x
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2 = a1x2 + a2x2 = 0.

Conform ipotezei de induct�ie aplicat« numerelor x3 ≥ x4 ≥ . . . ≥ xn (n − 2 nu-
mere), diferent�a din ultimul membru este nenegativ«, ceea ce ��ncheie induct�ia.

Remarc«:

Modul de alegere a semnelor poate fi ghicit rezolv¥nd problema pentru n = 3. Este
evident c« semnele trebuie alese astfel ��nc¥t dou« s« fie +1 �si unul −1. Inegalitatea
revine atunci la a2 − b2 + c2 ≥ (a − b + c)2 care, dup« mici calcule, revine la
(b− a)(b− c) ≤ 0, deci b trebuie s« fie variabila mijlocie ca m«rime.
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