Problema saptaméanii 65
Fie n un numir natural nenul si xi,x,,...,x, numere reale pozitive. Aritati ca
existd numerele ay, as, ..., a, € {—1,1} astfel incat

2 2 2 2
a1y + o5 + ...+ apxs > (a7 + agwe + ...+ anTy)”

baraj Franta, 2014
Problem of the week no. 65
Let n be a positive integer and let xq, xs,..., 2, be positive real numbers. Prove
that there exist aj,aq,...,a, € {—1,1} such that

2 2 2 2
a1y + asxs + ... 4 apzy > (@121 + agxy + ..+ apTy)”.

TST France, 2014
Solutie:
Sa incepem prin a ordona numerele x1, To, . . ., x, astfel incat 1 > x5, >...> x,>0.
Vom demonstra prin inductie tare (de fapt inductie de pas 2) ci o alegere conve-
nabild a coeficientilor este a; = (—1)FL.
e Dacd n = 1, avem a2 = (a;71)?, deci inegalitatea este verificata.
e Dacii n = 2, avem 127 + apw3 = 23 — 13 > 23 — 211709 + 75 = (11 — 12)? deoarece
r1 > x9 > 0. Inegalitatea este din nou verificata.
e Fie n > 3. Presupunand afirmatia adevirata pentru orice m < n numere, si o
demonstram pentru n.
Diferenta dintre membrul stang si cel drept, privita ca functie de x, este

2 2 2 2
a1} + asws + ...+ apxrs — (a1 + agra + ...+ apxy,)” = axy + f,

o functie de gradul I, unde o« = —2(agxs + asxs + ...+ ayx,) = 2(vg — x3) + 2(T4 —
x5) +...>0.

Agadar, aceasta diferenti cregte odata cu zy (functia z; — axq+/ este crescitoare),
deci, cum x; > x5, avem

@] + as®y 4 .. 4 apxh — (G131 + a2+ ..+ ayT,)° > ans + 8 =

2 2 2 2
125 + asws + ...+ aprs — (a1xe + aoxy + ...+ apx,)” =
2 4 2 2
asxs + agxs + ...+ apx;, — (a3T3 + agTq + ..+ apxy)

deoarece as = —a; implicd a;73 + as3 = a179 + aswy = 0.
Conform ipotezei de inductie aplicatd numerelor x3 > x4 > ... > x, (n — 2 nu-
mere), diferenta din ultimul membru este nenegativa, ceea ce incheie inductia.

Remarca:

Modul de alegere a semnelor poate fi ghicit rezolvand problema pentru n = 3. Este
evident ci semnele trebuie alese astfel incat doua sa fie +1 si unul —1. Inegalitatea
revine atunci la a®> — 0> + ¢* > (a — b + ¢)? care, dupa mici calcule, revine la
(b—a)(b—c) <0, deci b trebuie sa fie variabila mijlocie ca marime.



