
Problema s«pt«m¥nii 61

Figura de mai jos ilustreaz« un coridor ��ntr-o lume 2-dimensional«. Coridoarele au
l«timi de a, respectiv b metri �si sunt perpendiculare. Care este lungimea celui mai
lung b«t� care poate fi mutat ��n jurul colt�ului? (B«t�ul nu are grosime.)

Problem of the week no. 61

The picture below shows a pair of corridors in a two-dimensional world. The cor-
ridors have widths a and b meters, and meet at right angles. What is the longest
possible plank of wood that can be move around the corner? (The plank has no
width.)

Solut�ie:

Cu notat�iile din figura de mai jos, dac« un b«t ���ncape�, atunci prelungind dreapta
suport a b«tului p¥n« c¥nd aceasta intersecteaz« semidreptele (OC �si (OD vom
obt�ine un b«t� mai lung care (deocamdat«)��ncape. De asemenea, fix¥nd��n A ∈ (OC
un cap«t al b«t�ului �si f«c¥nd ca b«t�ul s« treac« prin M , obt�inem un b«t� mai lung,
care ��ncape �si el. A�sadar, b«t�ul cel mai lung este unul care are un cap«t A ∈ (OC,
altul ��n B ∈ (OD �si cont�ine punctul M , ca ��n figur«. Dintre toate aceste bet�e, ��l
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c«ut«m pe cel mai scurt: el trebuie s« ��ncap«��n toate pozit�iile lui A ∈ (OC. Not¥nd

CA = x, avem c« ∆ACM ∼ ∆MDB, deci BD =
ab

x
.

Avem AB2 = OA2 +OB2 = (b+x)2 +

(
a +

ab

x

)2

= (b+x)2
(

1 +
a2

x2

)
, deci avem

de minimizat expresia (b + x)2
(

1 +
a2

x2

)
.

Putem face asta folosind inegalitatea lui H�older:

(b + x)(b + x)

(
1 +

a2

x2

)
≥

(
3
√
b · b · 1 +

3

√
x · x · a

2

x2

)3

=
(

3
√
a2 +

3
√
b2
)3
, cu egali-

tate dac« �si numai dac«
b

1
=

x

a2

x2

adic« pentru x =
3
√
a2b .

�In concluzie, cel mai lung b«t� care ��ncape are lungimea

√(
3
√
a2 +

3
√
b2
)3
.

�In loc de inegalitatea lui H�older, putem folosi inegalitatea mediilor:

(b+x)2
(

1 +
a2

x2

)
= b2+2bx+x2+

a2b2

x2
+

2a2b

x
+a2 = a2+b2+

(
bx + bx +

a2b2

x2

)
+(

x2 +
a2b

x
+

a2b

x

)
≥ a2+b2+3

3
√
a2b4+3

3
√
a4b2 =

(
3
√
a2 +

3
√
b2
)3
, cu egalitate dac«

bx =
a2b2

x2
�si x2 =

a2b

x
, adic« pentru x =

3
√
a2b.

Remarc«: O problem« vag asem«n«toare este problema 9 de la AHSME 1988 care
cerea dimensiunea minim« a unei camere p«trate ��n care o mas« 8 × 10 situat«
��ntr-un colt� al camerei poate fi ��ntoars« cu 90◦.
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