
Problema s«pt«m¥nii 60

Un dreptunghi m×n este ��mp«rt�it ��n mn p«tr«t�ele unitate �si trebuie pavat cu mn
dale negre �si mn dale albe ��n form« de triunghi dreptunghic isoscel av¥nd catetele
de lungime 1. Fiecare p«tr«t�el unitate trebuie s« fie acoperit de dou« dale. O pavare
se nume�ste bun« dac« orice dou« triunghiuri care au o latur« comun« sunt de culori
diferite.
C¥te pav«ri bune exist«?

Problem of the week no. 60

An m × n rectangle is divided into mn unit squares, and must be covered by mn
black and mn white isosceles right-angled triangles whose side lengths are 1, 1 and√
2. Each unit square must be covered by two triangles. A covering is said to be

good if any two triangles sharing a common side are of distinct colors.
How many different good coverings are there?

Solut�ie:
�Incepem prin a pava p«tratul din colt�ul din st¥nga-sus. �Il putem pava ��n 4 moduri:
putem trage diagonala care ��l ��mparte ��n dou« triunghiuri ��n dou« moduri, apoi
avem dou« moduri de a stabli care triunghi este acoperit cu o dal« neagr« �si care
cu o dal« alb«.
Condinu«m pavarea p«tr«t�elelor aflate ��n primul r¥nd, cel de sus. Le pav«m de
la st¥nga la dreapta. Atunci c¥nd le vine r¥ndul s« fie pavate, aceste p«tr«t�ele
au o latur« comun« cu un triunghi a c«rui culoare a fost deja stabilit« (latura
din st¥nga). �In acest p«tr«t�el putem trage diagonala ��n dou« moduri, dar apoi tri-
unghiul care cont�ine latura din st¥nga a p«tratului are culoarea impus« (diferit« de
cea a triunghiului din p«tratul pavat anterior cu care are latur« comun«). Atunci
�si culoarea celuilalt triunghi poate fi aleas« ��ntr-un singur fel, deci acest p«tr«t�el
poate fi pavat ��n dou« moduri.
Proced«m acum simlar cu p«tr«t�elele situate pe prima coloan« (cea din st¥nga).
Le pav«m de sus ��n jos. Fiecare din aceste p«tr«t�ele poate fi pavat ��n dou« moduri.
�In fine, pav«m p«tr«t�elele r«mase, de la st¥nga la dreapta, de sus ��n jos. Fiecare
p«tr«t�el, atunci c¥nd ��i vine r¥ndul s« fie pavat, are deja doi vecini pavat�i: cel de
deasupra �si cel din st¥nga. Ne uit«m la triunghiurile deja pavate care au latur«
comun« cu p«tr«t�elul curent. Distingem dou« cazuri:
• Dac« ele au aceea�si culoare, atunci ��n p«tr«t�elul nostru dala care cont�ine latura
de sus �si dala care cont�ine latura din st¥nga trebuie s« aib« aceea�si culoare, deci
cele dou« laturi trebuie s« fac« parte din aceea�si dal«, de culoare opus« cu cea a
triunghiurilor amintite. A�sadar trebuie s« tragem diagonala care une�ste v¥rful din
st¥nga-jos cu cel din dreapta-sus �si avem o singur« modalitate de a colora dalele.
• Dac« cele dou« triunghiuri au culori diferite, atunci ��n p«tr«t�elul nostru dala
care cont�ine latura de sus �si dala care cont�ine latura din st¥nga trebuie s« aib«
culori diferite, deci cele dou« laturi trebuie s« fac« parte din dale diferite, de culori
opuse cu cele ale triunghiurilor amintite. Trebuie a�sadar s« tragem diagonala care
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une�ste v¥rful din st¥nga-sus cu cel din dreapta-jos �si avem o singur« modalitate de
a colora dalele.
�In concluzie, avem 4·2n−1 ·2m−1 ·1(m−1)(n−1) = 2m+n moduri de a pava dreptunghiul.

O problem« asem«n«toare s-a dat la barajul 2 din 2016:

Problema 2. Fiind date trei culori �si un dreptunghi m × n ��mp«rt�it ��n p«trate
unitate, dorim s« color«m fiecare segment care constituie o latur« a unui p«trat
unitate cu una din cele trei culori astfel ��nc¥t fiecare p«trat unitate s« aib« dou«
laturi de o culoare �si dou« laturi de o alt« culoare. C¥te asemenea color«ri exist«?
(Olimpiad« Columbia 1997)
Solut�ie:

Numerot«m linile de sus ��n jos, de la st¥nga la dreapta. Latura din st¥nga a p«tra-
tului unitate aflat ��n colt�ul din st¥nga-sus poate fi colorat« ��n 3 moduri. Sunt trei
moduri de a alege cealalt« latur« a acestui p«tr«t�el care va fi colorat« cu aceea�si
culoare. Pentru laturile r«mase avem dou« opt�iuni (aceea�si culoare pentru am¥n-
dou«, una din cele dou« culori r«mase). �In total, sunt 18 color«ri posibile.
Color«m��n continuare, succesiv, p«tratele de pe prima linie, de la st¥nga la dreapta.
De fiecare dat«, latura din st¥nga este deja colorat«, a�sa ��nc¥t pentru colorarea
fiec«rui asemenea p«trat avem c¥te 6 variante. La fel se ��nt¥mpl« c¥nd color«m,
succesiv, p«tratele de pe prima coloan«, de sus ��n jos, ��ncep¥nd de pe linia 2: avem
c¥te 6 variante.
Trecem acum la colorarea fiec«ruia din p«tratele aflate pe liniile 2, 3, . . . ,m �si
coloanele 2, 3, . . . , n. Facem colorarea de sus ��n jos, de la st¥nga la dreapta. Fiecare
p«trat are deja latura din st¥nga �si cea de sus colorate. Dac« au culori diferite,
laturile r«mase trebuie s« aib« exact aceste dou« culori, astfel c« cele dou« laturi
r«mase pot fi colorate ��n dou« moduri. Dac« latura din st¥nga �si cea de sus au
aceea�si culoare, cele dou« laturi r«mase trebuie colorate cu o aceea�si culoare, cu-
loare care poate fi aleas« ��n dou« moduri. A�sadar �si ��n acest caz sunt dou« variante
de colorare.
�In concluzie, sunt 18 · 6m−1 · 6n−1 · 2(m−1)(n−1) = 3m+n · 2mn color«ri posibile.

Remarc«: Asem«n«toare sunt:
• modul de a parcurge dreptunghiul,
• faptul c« pentru ultima categorie de p«tr«t�ele se pot ��nt¥mpla dou« situat�ii, ��ns«
num«rul de complet«ri este acela�si ��n ambele situat�ii
• modul ��n care s-a aplicat principiul (regula) produsului.
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