
Problema s«pt«m¥nii 56

Patru gr«mezi cont�in 38, 45, 61 �si respectiv 70 de bet�e de chibrit. Doi juc«tori
joac« urm«torul joc. Mut¥nd alternativ, cei doi aleg dou« dintre gr«mezi �si aleg un
num«r nenul de bet�e din prima gr«mad« aleas« �si un num«r nenul de bet�e din cea
de-a doua gr«mad« aleas«. Juc«torul care nu mai poate muta pierde. Care din cei
doi juc«tori are strategie c¥�stig«toare?

Baltic Way, 1996, pb. 19

Problem of the week no. 56

Four heaps contain 38, 45, 61 and 70 matches respectively. Two players take turns
choosing any two of the heaps and taking some non-zero number of matches from
one heap and some non-zero number of matches from the other heap. The player
who cannot make a move, loses. Which one of the players has a winning strategy?

Baltic Way, 1996, pb. 19

Solut�ie:

Cu o analiz« retrograd« putem intui mult�imea pozit�iilor pierz«toare:
- dac« urmez la mutare �si (cel put�in) trei gr«mezi sunt goale, nu pot muta, deci
am pierdut;
- dac« urmez la mutare �si exact o gr«mad« este goal«, golesc alte dou« gr«mezi �si
c¥�stig.
A�sadar, putem reformula: cine gole�ste primul o gr«mad«, pierde. S« continu«m
analiza (��n continuare presupunem c« nu avem gr«mezi goale):
- dac« (cel put�in) trei dintre gr«mezi cont�in c¥te un singur b«t�, voi fi nevoit s«
golesc (cel put�in) o gr«mad« �si, a�sa cum am v«zut, voi pierde;
- dac« exist« una sau dou« gr«mezi cu un singur b«t�, c¥�stig form¥nd trei gr«mezi
cu c¥te un singur b«t�.
Putem reformula miza jocului: cine las« primul o gr«mad« cu un singur b«t�, pierde.
Putem, eventual, continua:
- dac« (cel put�in) trei dintre gr«mezi cont�in c¥te udou« bet�e, voi fi nevoit s« las ��n
(cel put�in) o gr«mad« 0 - 1 bet�e �si, a�sa cum am v«zut, voi pierde;
- dac« exist« una sau dou« gr«mezi cu dou« bet�e, c¥�stig form¥nd trei gr«mezi cu
c¥te dou« bet�e.

Intuim c« mult�imea pozit�iilor pierz«toare este cea ��n care gr«mezile cont�in x, x,
x �si y bet�e, cu x ≤ y (adic« cele mai s«race trei gr«mezi cont�in acela�si num«r de
bet�e). �Intr-adev«r:
- pozit�iile finale (cele din care nu mai exist« mutare) sunt de aceast« form« (minim
trei gr«mezi goale);
- dintr-o pozit�ie pierz«toare nu se poate muta ��ntr-o alt« pozit�ie pierz«toare (ar
��nsemna s« lu«m bet�e din 1 sau 3 gr«mezi);
- din orice pozit�ie care nu este pierz«toare exist« o mutare c«tre una pierz«toare:
dac« gr«mezile cont�in a ≤ b ≤ c ≤ d bet�e, atunci �stim c« a < c, deci putem scoate
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c− a > 0 bet�e din gr«mada cu c bet�e �si d− a > 0 bet�e din gr«mada cu d, l«s¥nd
pozit�ia (pierz«toare) cu gr«mezile av¥nd a, b, a, respectiv a bet�e.

Strategia c¥�stig«toare se vede acum u�sor: ��i l«s«m mereu adversarului o configurat�ie
de tipul (a, a, a, b), cu a ≤ b.
De pild«, prima mutare ar putea fi s« lu«m 7 bet�e din ce;e 45 �si 23 din gr«mada de
61, l«s¥nd astfel gr«mezi cu 38, 38, 38 �si 70 de bet�e. Exist« �si alte dou« posibilit«t�i.

English solution: The first player wins by making moves so that the opponent
must face positions of the form (a, a, a, b), where a ≤ b. (His first move is to take
7 matches from the heap containing 45 and 23 from the heap containing 61, thus
leaving heaps with 38, 38, 38 and 70 matches. It is not the only convenient move.)
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