Problema saptamanii 5.

Demonstrati ca:

a) orice numar natural nenul are cel putin la fel de multi divizori de forma 4k + 1
ca divizori de forma 4k + 3;

b) exista o infinitate de numere naturale nenule care au la fel de multi divizori de
forma 4k 4 1 ca si divizori de forma 4k + 3;

¢) exista o infinitate de numere naturale nenule care au mai multi divizori de forma
4k + 1 decat de forma 4k + 3.

din cartea lui W. Sierpinski — 250 de probleme elementare de Teoria Numerelor

Solutie:

a) Fie A = 2995 ... ptngd" ... ¢, unde p; sunt numere prime distincte de forma
4k +1, iar ¢; sunt numere prime distincte de forma 4k 4 3. Exponentii a; si b; sunt
numere naturale nenule, iar a € N.

Divizorii de forma 4k + 1 ai lui A sunt pi*...p=gi" ... ¢%" cuy1 + ...+ ym = par,
in vreme ce divizorii de forma 4k — 1 sunt cei de forma pi'...pkmq}" ... ¢%" cu
Y1+ ...+ Ym = tmpar.

Dacd exista vreun b; impar, divizorii impari ai lui A sunt de forma ¢ - N, cu
(N, q;). Jumatate dintre acesti divizori sunt de forma 4k + 1, ceilalti sunt de forma

4k — 1. Intr-adevar, putem imperechea divizorul q?m - N cu divizorul q?mﬂ - N,

cum=20,1,2,..., %J . Unul din acesti divizori este este de forma 4k + 1, celalalt
de forma 4k + 1, deci in acest caz numarul A are la fel de multi divizori de forma
4k — 1 ca si divizori de forma 4k + 1.

Daca nu exista un asemenea factor, adica toti exponentii b; sunt pari, atunci putem

imperechea divizorul qzm_l

; -Ncuq?m-N,cumzl,Q,...,%. Din nou, in fiecare
pereche, unul dintre numere este de forma 4k — 1, celalalt de forma 4k + 1. Dintre
divizorii impari, au ramas neimperecheati divizorii de forma p{*p5*...p<, cu 0 <
¢; < aq, (sau macar numarul 1 daca nu exista asemenea divizori) care sunt, cu totii
de forma 4k + 1. Prin urmare, in acest caz, numarul A are mai multi divizori de
forma 4k+1 decat divizori de forma 4k — 1, mai exact, cu (a1 +1)(ag+1)...(a,+1)

mai multi.

b) Numerele 32! au m + 1 divizori de forma 4k + 1 i m + 1 divizori de forma
4k — 1. (Sau orice putere a lui 2 are 0 din fiecare; sau orice numar prim de forma
4k — 1 are cate un divizor de fiecare fel.)

c¢) Numerele 3™ au m + 1 divizori de forma 4k + 1 si m divizori de forma 4k — 1.

(Sau orice numar prim de forma 4k + 1 are doi divizori de forma 4k + 1 i niciunul
de forma 4k 4 1 sau orice putere a lui 5 are numai divizori de forma 4k + 1.)



Remarci:

Fie n un numar natural impar, D;(n) numarul divizorilor de forma 4k + 1 ai lui
n si D3(n) numarul divizorilor de forma 4k + 3 ai lui n. Atunci numarul solutiilor
Intregi (z,y) ale ecuatiei z 4+ y* = n este 4(D1(n) — D3(n)).

Acest rezultat implica in mod evident D;(n) > Ds3(n) si, in plus, justifica un alt
rezultat, foarte important:

Un numar natural n se scrie sub forma unei sume de doua patrate perfecte daca
si numai daca toti factorii primi de forma 4k + 3 apar la putere para in descom-
punerea in factori primi a lui n.

intr—adevér, cu rezultatul de mai sus, n este suma de patrate daca gi numai daca
D;(n) > D3(n), adica daca si numai daca Di(n) # Ds(n). Din solutia problemei
din enunt se vede ca D;(n) = D3(n) daca in descompunerea lui n in factori prim
exista un factor prim de forma 4k + 3 la o putere impara, si ca Dy(n) > Dsz(n) in
caz contrar.

Mai multe despre caracterizarea numerelor naturale care se scriu ca suma de patrate
gasiti aici:
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