Problema saptamaéanii 42.

a) Rezolvati in multimea numerelor naturale nenule ecuatia n! = 2% + 2°.
b) Rezolvati in mul{imea numerelor naturale nenule ecuatia n! = 2% — 2°.

Revista KéMalL, problemele B. 4830. si B. 4839, propuse de Kada Williams

Problem of the week no. 42

a) Solve the following equation in the set of positive integers:n! = 2% + 2°.

b) Solve the following equation in the set of positive integers: n! = 2% — 2°.

KoMalL, problems B. 4830. and B. 4839, both proposed by Kada Williams

Solutie:

a) O putere a lui 2 da numai resturile 1, 2 sau 4 la impartirea cu 7, deci suma a
doua astfel de puteri nu poate fi divizibild cu 7. Cum n! este divizibil cu 7 pentru
n > 7, rezultd ci n < 6.

3! = 6 se scrie ca 2! + 22, deci (a,b,n) = (1,2,3) i (a,b,n) = (2,1,3) sunt solutii.
41 = 24 se scrie ca 23+2* (si numai aga), deci (a,b,n) = (3,4,4) si (a,b,n) = (4,3,4)
sunt solutii.

5! = 120 nu se scrie ca suma de puteri ale lui 2 (27 este prea mare, iar 25 + 2° prea
mic).

6! = 720 nu se scrie ca suma de puteri ale lui 2 (2! este prea mare, 25 + 29 Ia fel,
iar 27 + 29 prea mic).

Remarca: Cazurile cu n > 5 se pot elimina gi astfel: este evident ca n > 3, deci
2¢ 4 2% trebuie sa fie divizibil cu 3, ceea ce se intampla daci si numai daci a si b au
parititi diferite. Dacd n > 5, 2% + 2° trebuie si aiba ultima cifra 0. Pentru aceasta
ar trebui ca 2% gi 2° sa se termine in 2 si 8, sau in 4 si 6, dar in ambele situatii a
si b ar trebui si aibad aceeasi paritate, ceea ce nu se poate. Asadar ecuatia nu are
solutii pentru n > 5.

b) Evident, trebuie a > b. Fie ¢ = a — b > 0. Ecuatia revine la n! = 2°(2¢ — 1). Sa
notam cu vz(m) exponentul lui 3 din descompunerea in factori primi a numarului

n
m. Dacin > 9 atunci vz(n!) > 3 deoarece fiecare al treilea dintre factorii 1,2,...,n

este divizibil cu 3, iar 9 este divizibil chiar cu 32, deci vz(n!) > [g} +1> g
Prin urmare, vs (21’(2C — 1)) = v3(2°— 1) trebuie sa fie cel putin 3 Pentru ca 2°—1

sd fie divizibil cu 3 trebuie ca ¢ sa fie par. In acest caz, ¢ = 2d si din Lifting the
Exponent Lemma, v3(2¢ — 1) = v3(4¢ — 1) = v3(4 — 1) + v3(d) = 1 + v3(c).

n n , :
Agadar, pentru n > 9, trebuie ca v3(c) > 3~ 1% 2 decic>2-37 (¢ trebuie sa fie



par). Dar 2¢ — 1 < 2%(2¢ — 1) = n! gi n! - par implica 2¢ < n!. Prin urmare trebuie
ca 922357 < nl.
Vom demonstra prin inductie dupa n ca

Pentru n = 10 afirmatia se verifica prin calcul.
Prsupunand afirmatia adevaratd pentru n, s-o demonstram pentru n + 1. Avem

n_4q .
223% " > pl pentru orice n > 10.

n_ ? ntl
(n+ 1! =nl(n+1) <2235 (n41) <223 % ' deci ar fi suficient si demonstram
cain+1<2Y undey =2 <3nTH’1 — 3§71>. Cum n+1 < 2", Vn > 1, este suficient
sa demonstram ca n <y, Vn > 10.
Dary =2-35°! (3% - 1) > 0,8-3371, deci este suficient si aritam ci
Vn > 10.
Vom demonstra afirmatia tot prin inductie dupa n. Pentru n = 10 afirmatia se
verifica prin calcul.

n < 3%’1,
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n-3% > — (n+1), ultima afirmatie
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Daca g n < 3571 atunci 3% -1 = 35-1.3:
1

V3 -1

In concluzie, am ariitat ci relatia 92357 < 1 este falsy pentru orice n > 10, prin

urmare ne raman de verificat numai cazurile cu n < 9.

Daca n! = 2°(2¢ — 1), cum 2° — 1 este impar, b trebuie si fie tocmai exponentul

lui 2 in descompunerea in factori primi a lui n!, adicd b = vy(n!), deci nu ramane
|

va(n!)
Pentrun = 1,2,...,9 aceste numere sunt 1, 1, 3, 3, 15,45, 315, 315, 2835 si observam
ca ele sunt de forma 2¢ — 1 numai in cazul primelor 5 numere.
Pentru n = 1 obtinem b = 0 ceea ce nu convine.
Pentru n = 2 obtinem b =1, ¢ =1, deci a = 2.
Pentru n = 3 obtinem b =1, ¢ = 2, deci a = 3.
Pentru n = 4 obtinem b = 3, ¢ = 2, deci a = 5.
Pentru n = 5 ontinem b= 3, ¢ =4, deci a = 7.

fiind adevirata pentru orice n > ~ 2

decat sa verificim daci este sau nu de forma 2¢ — 1.

Remarca: Daci verificarile pentru cele doud inductii de mai sus v sunt incomode,
faceti-le pentru n = 12 (sunt mult mai comode, exponentii fiind intregi). Veti avea
doud cazuri in plus de verificat la final.



