
Problema s«pt«m¥nii 42.

a) Rezolvat�i ��n mult�imea numerelor naturale nenule ecuat�ia n! = 2a + 2b.
b) Rezolvat�i ��n mult�imea numerelor naturale nenule ecuat�ia n! = 2a − 2b.

Revista K�oMaL, problemele B. 4830. �si B. 4839, propuse de Kada Williams

Problem of the week no. 42

a) Solve the following equation in the set of positive integers:n! = 2a + 2b.
b) Solve the following equation in the set of positive integers: n! = 2a − 2b.

K�oMaL, problems B. 4830. and B. 4839, both proposed by Kada Williams

Solut�ie:
a) O putere a lui 2 d« numai resturile 1, 2 sau 4 la ��mp«rt�irea cu 7, deci suma a
dou« astfel de puteri nu poate fi divizibil« cu 7. Cum n! este divizibil cu 7 pentru
n ≥ 7, rezult« c« n ≤ 6.
3! = 6 se scrie ca 21 + 22, deci (a, b, n) = (1, 2, 3) �si (a, b, n) = (2, 1, 3) sunt solut�ii.
4! = 24 se scrie ca 23+24 (�si numai a�sa), deci (a, b, n) = (3, 4, 4) �si (a, b, n) = (4, 3, 4)
sunt solut�ii.
5! = 120 nu se scrie ca sum« de puteri ale lui 2 (27 este prea mare, iar 26 +25 prea
mic).
6! = 720 nu se scrie ca sum« de puteri ale lui 2 (210 este prea mare, 28 + 29 la fel,
iar 27 + 29 prea mic).
Remarc«: Cazurile cu n ≥ 5 se pot elimina �si astfel: este evident c« n ≥ 3, deci
2a+2b trebuie s« fie divizibil cu 3, ceea ce se ��nt¥mpl« dac« �si numai dac« a �si b au
parit«t�i diferite. Dac« n ≥ 5, 2a +2b trebuie s« aib« ultima cifr« 0. Pentru aceasta
ar trebui ca 2a �si 2b s« se termine ��n 2 �si 8, sau ��n 4 �si 6, dar ��n ambele situat�ii a
�si b ar trebui s« aib« aceea�si paritate, ceea ce nu se poate. A�sadar ecuat�ia nu are
solut�ii pentru n ≥ 5.

b) Evident, trebuie a > b. Fie c = a− b > 0. Ecuat�ia revine la n! = 2b(2c − 1). S«
not«m cu v3(m) exponentul lui 3 din descompunerea ��n factori primi a num«rului

m. Dac« n ≥ 9 atunci v3(n!) ≥
n

3
deoarece fiecare al treilea dintre factorii 1, 2, . . . , n

este divizibil cu 3, iar 9 este divizibil chiar cu 32, deci v3(n!) ≥
[n
3

]
+ 1 ≥ n

3
.

Prin urmare, v3
(
2b(2c−1)

)
= v3(2

c−1) trebuie s« fie cel put�in
n

3
. Pentru ca 2c−1

s« fie divizibil cu 3 trebuie ca c s« fie par. �In acest caz, c = 2d �si din Lifting the
Exponent Lemma, v3(2

c − 1) = v3(4
d − 1) = v3(4− 1) + v3(d) = 1 + v3(c).

A�sadar, pentru n ≥ 9, trebuie ca v3(c) ≥
n

3
−1

not
= x, deci c ≥ 2 ·3x (c trebuie s« fie
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par). Dar 2c − 1 ≤ 2b(2c − 1) = n! �si n! - par implic« 2c ≤ n!. Prin urmare trebuie

ca 22·3
n
3 −1 ≤ n!.

Vom demonstra prin induct�ie dup« n c« 22·3
n
3 −1

> n! pentru orice n ≥ 10.
Pentru n = 10 afirmat�ia se verific« prin calcul.
Prsupun¥nd afirmat�ia adev«rat« pentru n, s-o demonstr«m pentru n + 1. Avem

(n+1)! = n!(n+1) < 22·3
n
3 −1

(n+1)
?

≤ 22·3
n+1
3 −1

, deci ar fi suficient s« demonstr«m

c« n+1 ≤ 2y, unde y = 2
(
3

n+1
3

−1 − 3
n
3
−1
)
. Cum n+1 ≤ 2n, ∀n ≥ 1, este suficient

s« demonstr«m c« n ≤ y, ∀n ≥ 10.

Dar y = 2 ·3n
3
−1
(
3

1
3 − 1

)
> 0, 8 ·3n

3
−1, deci este suficient s« ar«t«m c«

5

4
n ≤ 3

n
3
−1,

∀n ≥ 10.
Vom demonstra afirmat�ia tot prin induct�ie dup« n. Pentru n = 10 afirmat�ia se
verific« prin calcul.

Dac«
5

4
n ≤ 3

n
3
−1, atunci 3

n+1
3

−1 = 3
n
3
−1 ·3 1

3 ≥ 5

4
n ·3

1
3 ≥ 5

4
(n+1), ultima afirmat�ie

fiind adev«rat« pentru orice n ≥ 1
3
√
3− 1

≈ 2, 2.

�In concluzie, am ar«tat c« relat�ia 22·3
n
3 −1 ≤ n! este fals« pentru orice n ≥ 10, prin

urmare ne r«m¥n de verificat numai cazurile cu n ≤ 9.
Dac« n! = 2b(2c − 1), cum 2c − 1 este impar, b trebuie s« fie tocmai exponentul
lui 2 ��n descompunerea ��n factori primi a lui n!, adic« b = v2(n!), deci nu r«m¥ne

dec¥t s« verific«m dac«
n!

v2(n!)
este sau nu de forma 2c − 1.

Pentru n = 1, 2, . . . , 9 aceste numere sunt 1, 1, 3, 3, 15, 45, 315, 315, 2835 �si observ«m
c« ele sunt de forma 2c − 1 numai ��n cazul primelor 5 numere.
Pentru n = 1 obt�inem b = 0 ceea ce nu convine.
Pentru n = 2 obt�inem b = 1, c = 1, deci a = 2.
Pentru n = 3 obt�inem b = 1, c = 2, deci a = 3.
Pentru n = 4 obt�inem b = 3, c = 2, deci a = 5.
Pentru n = 5 ont�inem b = 3, c = 4, deci a = 7.

Remarc«: Dac« verific«rile pentru cele dou« induct�ii de mai sus v« sunt incomode,
facet�i-le pentru n = 12 (sunt mult mai comode, exponent�ii fiind ��ntregi). Vet�i avea
dou« cazuri ��n plus de verificat la final.
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