Problema saptamaéanii 41.

Demonstrati ca daci z,y, z sunt numere reale pozitive, atunci

(zy? + y2* + 2% (2%y + 22 + 2%2) (vy + yz + z2) > 3(z +y + 2)22y* 22

problema data ieri la barajul pentru JBMO, Serbia
Problem of the week no. 41

If x,y, z are positive real numbers, prove that

(zy? + y2* + 2% (2%y + 22 + 2%2) (zvy + yz + z2) > 3(z +y + 2)22y? 22

gunior TST Serbia, 2017

Solutia 1: (Vlad Vergelea, Marian Cucoanes)

Putem aplica inegalitatea lui Holder pentru trei triplete de numere:

daca ay, as, as, by, ba, bs, c1, 2, c3 sunt numere reale pozitive, atunci are loc inegali-
tatea:

(a} + b5 + ¢})(a3 + b5 + ¢3)(a3 + b3 + &3) > (a1a2a3 + bibsbs + crcacs)’.

Atunci:

(2 + 92 + 2a?) (2% + = + 222) (1 + 1+ 1) = (wy +yz + 22)%

deci este suficient si demonstriam ci
(zy + yz + 22)* > 3(x + y + 2)7y2

care este cunoscuta (a + b+ ¢)® > 3(ab + bc + ca) scrisd pentru a = xy, b = yz,
c=zx.
Egalitate avem daca gi numai daca x =y = 2z > 0.

Solutia 2: (Titu Zvonaru, Marian Cucoanes)
Vom folosi numai inegalitatea mediilor:

Avem xy?+ay?+yz? > 3y w2222, y2Ptyttza? > 32/ a%y222 g 2t zatay? >
3x{/22y?22, care adunate, conduc la xy* +y2% + 222 > (v +y+ 2) ¢/ x2y?22. (1)
Apoi 2?y+a?y+22x > 3xd/x2y?222, yPe+yta+aly > 3y a2y?2? g a2 a+yte >
3zy/22y%22, care adunate, conduc la 22y +y?z + 2210 > (v +y+2) 3/ 22y222. (2)

In fine, zy 4+ yz + 2z > 33/x2y222. (3)
Din (1), (2) si (3) rezultd concluzia.

Solutia 3: (Vlad Vergelea, Horia Nicolcea, Diana Tolu)

Impartind cu 22y222, inegalitatea devine

x z z T
(_+Q+_) (Q+_+_> (zy +yz+z2z) > 3(xz +y+ 2)>
y z x)\x y =z

1



Dar = + Y + il > 3 din inegalitatea mediilor si (Q + z + f) (xy + yz + zx) >
y oz T xr Yy oz
(y + z + x)? din inegalitatea CBS.

Prin inmultire, obtinem inegalitatea dorita.
Solutia 4: (Marian Daniel Vasile)
, y oz s (T Yy oz
Din CBS avem | =+ — 4+ — | (zy+yz+22) > (y+24+z)°si | —+=+ — | (xy+
r oy oz y oz x
yz+z2x) > (x+y+ 2)2 In plus, (z 4y + 2)> > 3(zy + yz + zz). Inmultind aceste
trei relatii obtinem concluzia.



