
Problema s«pt«m¥nii 40.

Un dreptunghi m × n este ��mp«rt�it ��n p«trate unitate. Spunem c« dou« p«trate
unitate sunt vecine dac« ele au o latur« comun«. P«tratele unitate se completeaz«,
pe r¥nd, astfel: mai ��nt¥i se alege un p«trat unitate �si se completeaz« cu 0. �In
continuare, se alege c¥te un p«trat necompletat �si se completeaz« cu num«rul p«-
tratelor vecine cu el care sunt deja completate. Aceast« completare continu« p¥n«
ce toate p«tratele unitate ale dreptunghiului au fost completate. Ar«tat�i c« suma
numerelor din cele mn p«trate unitate este aceea�si, indiferent de ordinea ��n care
s-a f«cut completarea acestora.

Problem of the week no. 40

An m× n rectangle is divided into unit squares. We say that two unit squares are
neighboring squares if they share a common side. The unit squares are labeled,
successively, as follows: initially, one choses a unit square and labels it with 0. Af-
terwards, one choses a unit square that has not been labeled yet, and labels it with
the number of its already labeled neighboring squares. This process continues until
all the unit squares of the rectangle have been labeled. Prove that the total sum
of the labels is always the same, regardless on the order in which the squares have
been labeled.

Solut�ia 1:

S« ne uit«m la dou« p«trate vecine. La un moment dat, se completeaz« unul dintre
cele dou« p«trate. Relat�ia de vecin«tate cu cel de-al doilea p«trat nu a fost luat« ��n
seam«, al doilea p«trat nefiind deocamdat« completat. �In schimb, c¥nd �si cel de-al
doilea p«trat din pereche este completat, relat�ia de vecin«tate cu primul p«trat
este luat« ��n calculul stabilirii num«rului care a fost scris ��n p«trat. A�sadar, fiecare
relat�ie de vecin«tate ��ntre dou« p«trate este socotit« exact o dat« (�si anume la cel
de-al doilea p«tr«t�el din pereche ��n ordinea complet«rii). A�sadar, ��n total, suma
numerelor din cele mn p«trate este egal cu num«rul de perechi (neordonate) de
p«trate vecine, prin urmare nu depinde de ordinea complet«rii.

De�si nu ni s-a cerut, putem calcula lesne acest num«r: fiecare segment de lungime
1 care este latur« a vreunuia din cele mn p«trat�ele (cu except�ia celor situate pe la-
turile dreptunghiului) separ« o astfel de pereche de p«trate vecine. Avem m(n− 1)
segmente verticale �si n(m− 1) segmente orizontale de acest fel, deci 2mn−m− n
segmente ��n total.

Solut�ia 2: (Vlad Vergelea)
Vom aplica �metoda paharelor�.
Dac« avem ni�ste pahare, p1, p2, . . . , pn, a�sezate ��ntr-un r¥nd, intervertind de mai
multe ori c¥te dou« pahare vecine, putem obt�ine ca paharele s« fie a�sezate ��n orice
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ordine. �Intr-adev«r, dac« dorim s« obt�inem ordinea pi1 , pi2 , . . . , pin , proced«m
astfel: tot intervertim paharul pi1 (cel pe care ��l dorim s« fie primul) cu paharul
din st¥nga lui p¥n« c¥nd paharul pi1 devine primul. Apoi proced«m similar cu pi2
p¥n« c¥nd acesta ajunge pe pozit�ia a doua. Continu¥nd procedeul, obt�inem ordinea
dorit«.

Cum aplic«m acest procedeu?
Numerot«m p«tr«t�elele de la 1 la mn. Acestea vor fi paharele. Ordinea paharelor
(p«tr«t�elelor) este ordinea ��n care acestea au fost completate. Demonstr«m c« dac«
intervertim ordinea de completare a dou« p«tr«t�ele completate succesiv, suma nu
se modific«.
Dac« S este suma numerelor ��n cazul complet«rii p«tr«t�elelor ��n ordinea p1, p2,
. . . , pj, pj+1, . . . , pmn, vrem s« vedem c¥t este aceast« sum« ��n cazul complet«rii
p«tr«t�elelor ��n ordinea p1, p2, . . . , pj−1, pj+1, pj, pj+2, . . . , pmn (am schimbat ��ntre
ele dou« �pahare� vecine, pj �si pj+1). Fie k, respectiv ` numerele scrise ��n p«tr«t�elele
pj �si pj+1 ��n cazul complet«rii lor ��n aceast« ordine. Distingem dou« cazuri: dac«
p«tratele pj �si pj+1 nu sunt vecine, atunci invers¥nd ordinea de completare a celor
dou« p«tr«t�ele, ele vor primi acelea�si numere, deci suma nu se schimb«. Dac« pj
�si pj+1 sunt vecine, atunci, schimb¥nd ordinea de completare, mai ��nt¥i se scrie
num«rul `− 1 ��n p«tratul pj+1, apoi num«rul k+1 ��n p«tr«t�elul pj. Nici ��n aceast«
situat�ie, suma total« nu se schimb«.

Conform metodei paharelor, putem trece de la orice ordine de completare la oricare
alta interschimb¥nd numai c¥te dou« p«tr«t�ele completate succesiv, iar la aseme-
nea interschimb«ri suma total« nu se schimb«.

Remarc«: Vet�i ��nv«t�a ��n clasa a XI-a c« metoda paharelor se traduce prin:
�orice permutare se scrie ca produs de traspozit�i de forma (j j + 1)�.

Remarc«: (Radu Popescu)
Afirmat�ia din problem« r«m¥ne adev«rat« �si dac« prin �p«trat�ele vecine� se��nt�elege
�p«tr«t�ele care au cel put�in un punct comun�.
Demonstrat�ia de mai sus se adapteaz« foarte u�sor.
�In acest caz num«rul total de vecin«t«t�i cre�ste cu 2(m−1)(n−1) (fiecare v¥rf de p«-
trat unitate nesituat pe laturile dreptunghiului separ« c¥te dou« perechi de p«trate
unitate vecine pe diagonal«). Prin urmare, num«rul total este 4mn− 3m− 3n+2.
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