Problema saptamanii 40.

Un dreptunghi m X n este impartit in patrate unitate. Spunem ca doua patrate
unitate sunt vecine daci ele au o latura comuna. Patratele unitate se completeaza,
pe rand, astfel: mai intai se alege un patrat unitate gi se completeazd cu 0. In
continuare, se alege cate un patrat necompletat si se completeaza cu numarul pa-
tratelor vecine cu el care sunt deja completate. Aceastd completare continud pani
ce toate pitratele unitate ale dreptunghiului au fost completate. Aratati ca suma
numerelor din cele mn péatrate unitate este aceeasi, indiferent de ordinea in care
s-a facut completarea acestora.

Problem of the week no. 40

An m x n rectangle is divided into unit squares. We say that two unit squares are
neighboring squares if they share a common side. The unit squares are labeled,
successively, as follows: initially, one choses a unit square and labels it with 0. Af-
terwards, one choses a unit square that has not been labeled yet, and labels it with
the number of its already labeled neighboring squares. This process continues until
all the unit squares of the rectangle have been labeled. Prove that the total sum
of the labels is always the same, regardless on the order in which the squares have
been labeled.

Solutia 1:

Sa ne uitdm la doua patrate vecine. La un moment dat, se completeazi unul dintre
cele doua patrate. Relatia de vecinatate cu cel de-al doilea patrat nu a fost luata in
seami, al doilea patrat nefiind deocamdati completat. In schimb, cand si cel de-al
doilea patrat din pereche este completat, relatia de vecinatate cu primul patrat
este luata in calculul stabilirii num#rului care a fost scris in patrat. Asadar, fiecare
relatie de vecindtate intre doud patrate este socotitd exact o datd (si anume la cel
de-al doilea patratel din pereche in ordinea completarii). Agadar, in total, suma
numerelor din cele mn pitrate este egal cu numéarul de perechi (neordonate) de
patrate vecine, prin urmare nu depinde de ordinea completarii.

Desi nu ni s-a cerut, putem calcula lesne acest numair: fiecare segment de lungime
1 care este laturd a vreunuia din cele mn pitratele (cu exceptia celor situate pe la-
turile dreptunghiului) separa o astfel de pereche de pitrate vecine. Avem m(n — 1)
segmente verticale gi n(m — 1) segmente orizontale de acest fel, deci 2mn —m —n
segmente in total.

Solutia 2: (Vlad Vergelea)

Vom aplica ,metoda paharelor”.

Daca avem niste pahare, py,ps, ..., pn, asezate intr-un rand, intervertind de mai
multe ori cate doud pahare vecine, putem obtine ca paharele sa fie agezate in orice



ordine. Intr-adeviir, daci dorim si obtinem ordinea Diy s Diss --- Di,, Procedam
astfel: tot intervertim paharul p;, (cel pe care il dorim s fie primul) cu paharul
din stanga lui pana cand paharul p;, devine primul. Apoi procedam similar cu p;,
pana cand acesta ajunge pe pozitia a doua. Continuand procedeul, obtinem ordinea
dorita.

Cum aplicam acest procedeu?
Numerotam patratelele de la 1 la mn. Acestea vor fi paharele. Ordinea paharelor
(patratelelor) este ordinea in care acestea au fost completate. Demonstram ca daca
intervertim ordinea de completare a doua patratele completate succesiv, suma nu
se modifica.
Daca S este suma numerelor in cazul completirii patritelelor in ordinea pp, po,
- Dj» Pj+1s - -+, Pmn, VIem sd vedem cat este aceastd suma in cazul completarii
patratelelor in ordinea py, pa, ..., Pi—1, Pj+1, Pjs Pj+2s - - - » Dmn (@m schimbat intre
ele doud ,pahare” vecine, p; si pj41). Fie k, respectiv £ numerele scrise in patrigelele
pj §1 pj+1 in cazul completarii lor in aceasta ordine. Distingem doud cazuri: daca
patratele p; si p;j+1 nu sunt vecine, atunci inversand ordinea de completare a celor
doud patratele, ele vor primi aceleagi numere, deci suma nu se schimba. Daca p;
si pj4+1 sunt vecine, atunci, schimband ordinea de completare, mai intai se scrie
numarul £ —1 in patratul p;;, apoi numérul k£ + 1 in patratelul p;. Nici in aceasta
situatie, suma totala nu se schimba.

Conform metodei paharelor, putem trece de la orice ordine de completare la oricare
alta interschimband numai cate doua patratele completate succesiv, iar la aseme-
nea interschimbari suma totald nu se schimba.

Remarca: Veti invata in clasa a XI-a cad metoda paharelor se traduce prin:
,orice permutare se scrie ca produs de traspoziti de forma (j j + 1)”.

Remarca: (Radu Popescu)

Afirmatia din problema ramane adevarata si daca prin ,patratele vecine” se intelege
,patratele care au cel putin un punct comun”.

Demonstratia de mai sus se adapteaza foarte usor.

In acest caz numirul total de vecinatati creste cu 2(m—1)(n—1) (fiecare varf de pa-
trat unitate nesituat pe laturile dreptunghiului separi cite doua perechi de patrate
unitate vecine pe diagonali). Prin urmare, numarul total este 4mn — 3m — 3n + 2.



