Problema saptamanii 4.

Fie x1, z9, ..., x, numere reale pozitive, k dintre ele fiind subunitare, 1 < k <n-—1,
n > 2 find numar natural. Daca xy - x5 - ... x, = 1, demonstrati ca are loc
inegalitatea
k+1 1 1 1 n+k—1
< + +...+ < :
2 1+21 142 1+, 2
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Solutia 1. (Paul Tirlisan)
Este usor de vazut ca este suficient sa demonstram inegalitatea in cazul z; # 1,
Vj = 1,n. Intr-adevar, daci ¢ dintre numerele x; sunt egale cu 1, omitandu-le,

produsul numerelor ramase este tot 1, ramane acelasi, termenul din mijloc si

l
cel din dreapta scad cu 3 deci este suficient sa demonstram inegalitatea in cazul

ZEj7£]., V]

Putem atunci presupune z; < 29 < ... < z,, adicaz; <2y < ... <1 <1<
. ~ A a; . —
Tpy1 < ... < x,. Fie ai, ag, ..., a, > 0 astfel incat z; = —, j = 1,n, unde
a.
J+1
Ap+1 = Qg.

Atunci a1 < as < ... <agp < Qgr1 > Ao > ... > ap > ag §i
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2(a; + a; )+ a; + a; __+ a; +a 2(a?,, —a?)’

j=1 J j+1 j=k+1 J j+1 j=k+1 J J+1 =1 j+1 J

Aplicand inegalitatea Cauchy-Buniakowsky-Schwarz (forma Titu Andreescu),

obtinem ca
k 2
. (Z(%‘H - aj))
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+ + @ il > il deoarece api; > ay,

2 ay+a, apr1+a; 2

(cu egalitate numai daca k 4+ 1 = n, adica avem un singur termen supraunitar).

. 1 1
In plus, pentru a avea egalitatea in CBS trebuie ca = =...=
1 ay + as a9 + a3

ar + ag4+1

, ceea ce implicad a; = ag (dacd k > 2), ceea ce contrazice a; < as.



Agadar, egalitate avem numai daca n = 2 gi k = 1 (adicd un numar subunitar gi
unul supraunitar).

Inegalitatea din dreapta rezulta aplicand-o pe cea din stanga pentru numerele —
Ly
care au produsul 1 gi n — k dintre ele sunt subunitare.

> 1 —k+1 = ; —k+1

1271 2+ ,adicézlx] Zn 2+7

=1 14 — i
Tj

Rezulta ca

& 1 —k+1
deci Z (1 — ) > n + ceea ce duce la relatia dorita.

=1 1+ X 2
Solutia 2. (Alezandru Mihalcu)
Sa presupunem ca Ty, o, ..., Tp < 1§ Tpyg, ..., T, > 1
1 1 1
Observam ca daca a,b € (0,1] atunci T+ a + 0 > 3 + o relatie care
1—a)(1—=0)(1—ab
dupa calcule revine la ( a)( ) ab) > 0. (Inegalitatea este stricta daca
2(1+a)(1+b)(1+ adb)
a,be(0,1).)
Aplicand succesiv aceasta proprietate numerelor z1, xs, . . ., ) obtinem
1 n 1 P 1 < k—1 N 1
l+x 14wz 14xp 2 1+ 2129 .. 08

1 1 1
Daca a,b > 0 atunci > ,
aca a > aun011+a+1+b T+ ab

ab + a’b + ab® > 0. Aplicand succesiv aceasta inegalitate pentru numerele ramase,

care dupa calcule revine la 1 +

. 1 1 o1 1
obtinem > , deci + + ...+
+ Tpaa 1+, 1+2k1.. 2 14+x2; 14+ 2
1 k—1 1 1 k—1 k+1
> - 1=—-""4
vz, = 2 14w or  Itam...z 7 g ceoarece

1 1 A ]
174 1+B 1+4 114
Din cele de mai sus se vede ca in inegalitatea din stanga putem avea egalitate nu-
mai daca avem un singur termen > 1 si unul singur subunitar. In acest caz (n =2,
(xy — 1)(z2 — 1) < 0), relatia precedenta ne arata ca avem intr-adevar egalitate.
Inegalitatea din dreapta rezulta din cea din stanga, la fel ca in solutia de mai sus.
Egalitatea in aceasta din urma are loc cand avem un singur termen subunitar, unul
singur supraunitar si oricati termeni egali cu 1.

daca AB =1 atunci

Solutia 3. (Marius Stanean)
Demonstrez prin inductie matematica dupa k afirmatia
P(k) : ,,Oricare ar fin € N, n > 2 gi xq,...,x, > 0 cu produsul 1, exact k dintre

. . . k + 1 1 »
ele subunitare, are loc inegalitatea < + +...+ )
2 1+z1 142 I+,




Pentru n = 2 inegalitatea este adevarata pentru orice k.
Daca k = 1 inegalitatea se scrie

Lo
l4+2;, 142 =~ 1+2z,

S +x)(1+x2)... (1+201) -
24> m+ Y mxat . F DY Ty T
inegalitate evident adevarata deoarece fiecare din termenii sumei de la numitor se
regaseste si la numarator.
Daca k > 2 fara a restrange generalitatea problemei putem presupune ca
<2< .xp <1< < ... <2, Avem

> 1<+

2oty =@ Dz-1 —1)<0
I+ - 1429 ™ 2+ 1+ 2129 (21 = D(22 — D(m122 — 1) <

evident adevarata.
Prin urmare

1
ol e T

>1+ 1 n 1 T 1 1
—2 14zm9 1428 142, 2

folosind ipoteza inductiei.

Inegalitatea din dreapta rezulta usor aplicand inegalitatea din stanga pentru
1 1 1

_7 _’ .. 9 I
T T2 Tn
Remarca: Desi pentru n > 2 nu mai avem egalitate (cel putin in inegalitatea
din stanga), constantele gasite sunt cele mai bune in sensul ca in conditiile in care
X1, %, ..., T, sunt pozitive cu produsul 1 gi exact k dintre ele sunt subunitare,

kE+1

n

1

expresia Z T poate lua valori mai mari, dar oricat de apropiate de

x’ .
j=1 !

atunci cand unul dintre nu-

Expresia ia aceste valori oricat de apropiate de

mere este foarte mic, aproape 0, alte & — 1 numere sunt subunitare, dar apropiate
de 1, iar celelalte n — k£ numere sunt, de exemplu, egale.

Alte probleme cu enunt asemanator:

1. Fie n>3 un numar natural si a4, . . ., a,, numere reale pozitive cu aias . ..a, = 1.
Aratati ca
1
+ +...+ <n-—1.
1+a; 1+4+as 1+a,

Este problema 190 din cartea lui M. O. Drimbe — Inegalitati - idei si metode.
Solutia 1.



Daca toate numerele sunt egale cu 1 concluzia rezulta ugsor. Daca nu, atunci avem
cel putin un numar subunitar gi unul supraunitar, deci suntem in conditiile prob-
lemei etapei 4. Din problema etapei rezulta ca
1 1 1 n+k—1

+ + ...+ < <
1+a; 1+as 1+a,
Ultima inegalitate este stricta daca k < n—1. Daca k = n— 1, penultima egalitate
este stricta deoarece n > 3 deci nu putem avea egalitate in problema etapei (sunt
cel putin doud numere subunitare).
Solutia 2. (bazata pe ideea din cartea lui Mihai Onucu Drimbe)
Daca toate numerele sunt egale cu 1 concluzia rezulta usor. Daca nu, printre
numerele a; exista doua (cu indici diferiti) care au produsul supraunitar. (Daca
am avea a;a; < 1, V4,7, prin inmultirea tuturor acestor inegalitati am obtine
aias...a, < 1, deci trebuie sa avem egalitate peste tot, ceea ce conduce la

n — 1.

cazul ©1 = ... = z, = 1.) Putem presupune ci a,_1a, > 1. Atunci avem
1 1 1 . . ol .
+ < + care, adunata cu inegalitatile evidente
14+ ap1 1+a, 1 1 1+ay,
+ -_
an
1 1 1 . . . .
<l, ——<1,..., — < 1, da exact inegalitatea dorita.
1+CL1 1+CL2 1+an—2
2. Fie n>2 un numar natural si aq, . . . , a,, numere reale pozitive cu aqas . ..a, = 1.
Aratati ca
1 1 1 ap+as+...+a,+n
+ oo+ <42 .
1+a; 1+ay 1+a, 4

preluata din http://artofproblemsolving.com/articles/files/MildorfInequalities.pdf

Solutie. (Titu Zvonaru)
ar+as+...+a,+n - 1 "1+ ag - ay
_ - _ 1 — - _

" /1
Z( Za” - )Z—n+2\/a_k2—n+n2m:0'

k=1 1+ ay k=1
Egalitatea are loc pentrua; =ay =... =a, = 1.
3. Aratati ca daca aq,ao,...,a, > 1, atunci

1 1 1

n
+ + ...+ > .
l14+a; 14 as 1+a, 14+ vajas.. . a,

din cartea D. Busneag, I. V. Maftei — Teme pentru cercurile si concursurile de
matematica ale elevilor

Solutie.

Vom demonstra inegalitatea printr-o inductie de tip Cauchy (vezi capitolul omonim
din cartea lui Mihai Onucu Drimbe).



Daca notam cu P(n) afirmatia din enunt, vom demonstra mai intai prin inductie
propozitia Q(n) = P(2"), apoi, fie prin inductie inapoi (demonstrand P(n) =
P(n — 1)), fie direct, aratam ca P(n) este adevarata gi pentru n intre doua puteri
ale lui 2.

Pentru n = 2, inegalitatea se scrie dupd calcule (\/a1as — 1)(v/a; — v/a,)? > 0 si
este evidenta pentru ca ajas > 1.

Am demonstrat asadar Q(1) = P(2')
Q(n) = Q(n+1). Daca a1, as, ..., azn+

P(2). Demonstram prin inductie ca
1, atunci

N AVAR|

1 1 1 1
1+a1+1—|—a2+'”+1—|—a2n+1 N <1—|—a1 +'”1+a2n> +
1 1 Q(n) 2" A Q1)
— f— > + >
1+ 2/ajas...am 1+ 2agniy .. agnr1

2n+1

1 + 2n+\1/ a]_ N a2n+1 '

Asadar afirmatia Q(n) este demonstrata prin inductie.

Fie m € (2", 2" §i ay,as, ... ,a,, > 1. Notam M = /ajas ... a,, > 1 si aplicdm

Q(n + 1) = P(2"") numerelor ay,as, ..., ay,, M, M, ... M. Obtinem c&
———

2ntl_m de M

o e m s 2T mde— Ly L

e unde .

14 a; l1+a, 1+M ~—1+M 14 ay l1+a, 1+M

S-a folosit faptul ca media geometrica a numerelor ay, as, ..., @y, M, M, ... M este
—_———

2ntl_m de M

tot M.

In final v& mai semnalim o dubl inegalitate interesanta, (problema 454 in cartea
lui M. O. Drimbe) legata de cele de mai sus:

Aratati ca daca 0 < aq,as,...,a, <1, atunci
n < 1 " 1 n N 1 < n
1+a1+@2+-~+an_1—|—a1 l1+a ~~ 14a, 1+ Jaay...a,
n

Inegalitatea din stanga rezulta imediat din CBS, cea din dreapta fie cu o inductie
de tip Ehlers, fie cu una de tip Cauchy.



