
Problema s«pt«m¥nii 38.

Determinat�i numerele naturale nenule a �si b pentru care 2a+3b este p«trat perfect.

Baltic Way 1994, proba pe echipe

Problem of the week no 38.

Find all pairs of positive integers (a, b) such that 2a+3b is the square of an integer.

Solut�ia 1:

Consider¥nd egalitatea 2a + 3b = n2 modulo 3, este u�sor de v«zut c« a trebuie s«
fie par. Evident n este impar, deci punem a = 2x, n = 2y+1 �si rescriem egalitatea
sub forma 4x + 3b = (2y + 1)2 = 4y2 + 4y + 1. Atunci 3b ≡ 1(pmod4) ceea implic«
b = 2z, cu z ∈ N∗. Obt�inem 4x + 9z = (2y + 1)2 �si 4x = (2y + 1− 3z)(2y + 1+ 3z).
Ambii factori din membrul drept sunt pari, dar numai unul este multiplu de 4 (c«ci
suma lor nu este multiplu de 4). Prin urmare, 2y+1−3z = 2 a�si 2y+1+3z = 22x−1.
Aceste dou« egalit«t�i conduc la 2 · 3z = 22x−1 − 2 �si 3z = 4x−1 − 1. Evident, x > 1
�si examin¥nd ultima cifr« deducem c« z = 4d + 1, x − 1 = 2e + 1 cu d, e ∈ N.
�Inlocuind, obt�inem 34d+1 = 42e+1 − 1 �si 3 · (80 + 1)d = 42e+1 − 1. Dac« d > 1,
atunci e > 1 ceea ce conduce la o contradict�ie (dezvolt¥nd expresia din membrul
st¥ng �si trec¥nd totul ��n st¥nga obt�inem c« tot�i termenii sumei sunt divizibili cu
42). Rezult« c« e = d = 0 �si z = 1, b = 2, x = 2 �si a = 4, adic« obt�inem clasicele
24 + 32 = 42 + 32 = 52.
A�sadar r«spunsul este: a = 4, b = 2.

Solut�ia 2: (Mihai Monea) - pentru varianta, mai general«, cu a, b ∈ N
Fie k ∈ N cu proprietatea 2a + 3b = k2.
Dac« a = 0 avem 3b = k2 − 1 = (k + 1) (k − 1) . Deci exist« u, v ∈ N, u > v,
cu propriet«t�ile u + v = b, k + 1 = 3u �si k − 1 = 3v. Atunci 3u − 3v = 2, deci
3v (3u−v − 1) = 2. Obt�inem v = 0 �si u = 1, deci b = 1.
Dac« a = 1, evident avem b > 0. Atunci 2+ 3b =M3 +2, deci nu e p«trat perfect.
Fie a ≥ 2. Dac« b este impar, atunci exist« c ∈ N cu b = 2c+ 1. Atunci 2a + 3b =
2a + 32c+1 = 2a + 3 · 9c = 2a + 3 (8 + 1)c =M4 + 3 (M4 + 1) =M4 + 3, deci nu
este p«trat perfect.
Dac« b este par, atunci fie c ∈ N cu b = 2c. Obt�inem 2a + 32c = k2, deci
(k − 3c) (k + 3c) = 2a. Evident k este impar. Exist« u, v ∈ N, u > v, cu propriet«t�ile
u + v = a, k + 3c = 2u �si k − 3c = 2v. Prin adunare obt�inem 2u + 2v = 2k, deci
2u−1+2v−1 = k, adic« impar. Atunci v = 1. R«m¥nem cu k+3c = 2u �si k−3c = 2.
Sc«derea relat�iilor conduce la 2 · 3c = 2u − 2, adic« 3c = 2u−1 − 1. Conform lemei
de mai jos, obt�inem (u; c) ∈ {(2; 0) , (3; 1)} . De aici (a; b) ∈ {(3; 0) , (4; 2)}
�In concluzie, solut�iile problemei sunt perechile (0; 1) , (3; 0) , (4; 2) .

Lem«. Singurele perechi (x; y) ∈ N2 care verific« egalitatea 2x = 3y +1 sunt (1; 0)
�si (2; 1) .
Perechile ment�ionate verific« eglitatea. Presupunem y ≥ 2. Atunci x ≥ 3, deci
2x =M8.
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Dac« y = 2s atunci 3y +1 = 9s +1 = (8 + 1)s +1 =M8 +1+ 1 =M8 +2 6=M8.
Dac« y = 2s + 1, atunci 3y + 1 = 3 · 9s + 1 = 3 · (8 + 1)s + 1 = M8 + 3 + 1 =
M8 + 4 6=M8, ceea ce ��ncheie demonstrat�ia.

Remarc«: Lema este un caz particular al Conjecturii lui Catalan:
Singura solut�ie ��n mult�imea numerelor naturale a ecuat�iei xa−yb = 1 cu x, a, y, b >
1 este x = 3, a = 2, y = 2, b = 3.

Solut�ia 3: (Alexandru Ariton, Vlad Vergelea)
Fie a, b, k ∈ N∗ astfel ��nc¥t 2a + 3b = k2. Analiz¥nd ecuat�ia modulo 3 obt�inem c«
a trebuie s« fie par, iar analiz¥nd-o modulo 4 obt�inem c« �si b trebuie s« fie impar.
Dac« a = 2u, b = 2v, cu u, v ∈ N∗, atunci 2u, 3v �si k sunt numere pitagoreice.
�In plus, cum (2u, 3v) = 1, trebuie s« existe m,n ∈ N∗ astfel ��nc¥t 2u = 2mn,
3v = m2 − n2, k = m2 + n2.
Deducem c« mn = 2u−1, deci m �si n sunt puteri ale lui 2. Cum 3v = m2 − n2

este impar, deducem c« n = 1, iar ecuat�ia revine la 3v = 22u−2 − 1. De aici
rezult« v = 1, u = 2 (deci x = 4, y = 2) ��n dou« moduri: descompun¥nd avem
3v = (2u−1 − 1)(2u−1 + 1), deci 2u−1 − 1 �si 2u−1 + 1 trebuie s« fie simultan puteri
ale lui 3, ceea ce se poate numai dac« nuerele sunt 1 �si 3; altfel, analiz¥nd ecuat�ia
modulo 9 se vede c« ea nu are solut�ii cu v ≥ 2. Analiz¥nd cazurile r«mase se obt�ine
imediat concluzia.
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