Problema saptamaéanii 38.
Determinati numerele naturale nenule a si b pentru care 2%+ 3° este patrat perfect.

Baltic Way 1994, proba pe echipe

Problem of the week no 38.
Find all pairs of positive integers (a, b) such that 2%+ 3? is the square of an integer.

Solutia 1:

Considerand egalitatea 2% 4+ 3* = n? modulo 3, este usor de vizut ci a trebuie si
fie par. Evident n este impar, deci punem a = 2x, n = 2y + 1 gi rescriem egalitatea
sub forma 4% + 3° = (2y 4+ 1)? = 4y® + 4y + 1. Atunci 3° = 1(pmod4) ceea implica
b=2z, cuz €N Obtinem 4”4+ 9% = (2y +1)* i 4" = 2y + 1 — 37)(2y + 1 + 37).
Ambii factori din membrul drept sunt pari, dar numai unul este multiplu de 4 (cici
suma lor nu este multiplu de 4). Prin urmare, 2y+1—3° = 2 agi 2y+1+3* = 22¢71,
Aceste doud egalitéti conduc la 2- 3% = 22271 — 2i 3* = 4*~1 — 1. Evident, z > 1
si examinand ultima cifrd deducem cd z = 4d+ 1,z — 1 =2e+1cud, e € N,
Inlocuind, obtinem 3%+ = 42¢+1 — 1 g 3. (80 4+ 1)¢ = 4%*! — 1. Daca d > 1,
atunci e > 1 ceea ce conduce la o contradictie (dezvoltand expresia din membrul
stang si trecand totul in stanga obtinem ca toti termenii sumei sunt divizibili cu
4?). Rezulta cie =d=0si 2 =1,b=2, z = 2 5i a = 4, adicd obtinem clasicele
20 432 =42+ 32 =52

Agadar raspunsul este: a =4, b = 2.

Solutia 2: (Mihai Monea) - pentru varianta, mai generala, cu a,b € N

Fie k € N cu proprietatea 2% + 3% = k2.

Dacd a = 0 avem 3* = k> — 1 = (k+1)(k—1). Deci exista u,v € N, u > v,
cu proprietitile u +v = b, k+1 =3"si k —1 = 3". Atunci 3" — 3V = 2, deci
3V (3" —1)=2. Obtinem v =0gi u =1, deci b = 1.

Daci a = 1, evident avem b > 0. Atunci 2 + 3° = M3+ 2, deci nu e pitrat perfect.
Fie a > 2. Daca b este impar, atunci existd ¢ € N cu b = 2¢ + 1. Atunci 2% + 3% =
20 4 32l =920+ 3.9¢=2"4+3(8+1)= My +3(My+1) = M,+ 3, deci nu
este patrat perfect.

Dacd b este par, atunci fie ¢ € N cu b = 2c. Obtinem 2% + 3% = k2, deci
(k — 3°) (k 4 3°) = 2. Evident k este impar. Existd u, v € N, u > v, cu proprietatile
u+v=a,k+3=2"si k—3°= 2" Prin adunare obtinem 2" 4 2¥ = 2k, deci
2u=l 4 2v=1 — L adica impar. Atunci v = 1. Ramanem cu k+3° = 2% gi k — 3¢ = 2.
Scaderea relatiilor conduce la 2 - 3¢ = 2% — 2, adica 3¢ = 2“1 — 1. Conform lemei
de mai jos, obtinem (u;c) € {(2;0),(3;1)}. De aici (a;0) € {(3;0),(4;2)}

In concluzie, solutiile problemei sunt perechile (0;1),(3;0), (4;2).

Lema. Singurele perechi (v;y) € N? care verifica egalitatea 2° = 3Y + 1 sunt (1;0)
$i(2;1).
Perechile mentionate verificd eglitatea. Presupunem y > 2. Atunci x > 3, deci

2% = M.



Daciy =2satunci3V+1=9"4+1= 8+ 1)°+1=Mg+1+1=Mg+2# Ms.
Dacay =2s+ 1, atunci 3 4+1=3-9+1=3-8+1)°+1=Ms+3+1=
Mg + 4 # Mg, ceea ce incheie demonstratia.

Remarca: Lema este un caz particular al Conjecturii lui Catalan:
Singura solutie in multimea numerelor naturale a ecuatiei 2 —y* = 1 cu x,a,y, b >
lestex =3, a=2,y=2,b=3.

Solutia 3: (Alezandru Ariton, Viad Vergelea)

Fie a,b, k € N* astfel incat 2% + 3 = k2. Analizand ecuatia modulo 3 obtinem ca
a trebuie sa fie par, iar analizand-o modulo 4 obtinem ci si b trebuie sa fie impar.
Daca a = 2u, b = 2v, cu u,v € N*, atunci 2%, 3V gi k£ sunt numere pitagoreice.
In plus, cum (2%, 3Y) = 1, trebuie sa existe m,n € N* astfel incat 2* = 2mn,
3V =m?—n? k=m?+n’

Deducem ca mn = 247!, deci m si n sunt puteri ale lui 2. Cum 3Y = m? — n?
este impar, deducem ca n = 1, iar ecuatia revine la 3V = 2272 — 1. De aici
rezultd v = 1, u = 2 (deci x = 4, y = 2) in doud moduri: descompunand avem
30 = (2v7t —1)(2*7t + 1), deci 27! — 1 i 2“7 + 1 trebuie sa fie simultan puteri
ale lui 3, ceea ce se poate numai daca nuerele sunt 1 si 3; altfel, analizand ecuatia
modulo 9 se vede ci ea nu are solutii cu v > 2. Analizand cazurile rimase se obtine
imediat concluzia.



