
Problema s«pt«m¥nii 37.

Suma numerelor reale x �si y este 1. Aflat�i valoarea maxim« a expresiei xy4 + x4y.

Problem of the week no 37.

The sum of the real numbers x and y is 1. Find the maximum value of xy4 + x4y.

K�oMaL

Solut�ia 1.

Pun¥nd y = 1− x face expresia s« fie −3x4 +6x3− 4x2 + x care e negativ« dac« x
este negativ. Trebuie a�sadar x, y > 0 �si atunci xy

(
(x+y)3−3xy(x+y)

)
= p(1−3p),

unde p = xy. Avem p = x(1−x) ≤ 1

4
, deci avem de aflat maximul expresiei p(1−3p)

atunci c¥nd 0 < p ≤ 1

4
. Din inegalitatea mediilor,

√
3p(1− 3p) ≤ 3p+ (1− 3p)

2
=

1

2
, deci p(1 − 3p) ≤ 1

12
, cu egalitate dac« 3p = 1 − 3p, adic« p =

1

6
, deci pentru

{x, y} =

{
3−
√
3

6
,
3 +
√
3

6

}
.

Solut�ia 2. (Mihai Miculit�a)
Avem xy4 + x4y = xy(x + y)(x2 − xy + y2) = xy(x2 − xy + y2). Folosind c«

ab ≤ (a+ b)2

4
, ∀ a, b ∈ R, avem 3xy(x2 − xy + y2) ≤ (3xy + x2 − xy + y2)2

4
=

(x+ y)4

4
=

1

4
, deci xy4 + x4y ≤ 1

12
, cu egalitate dac« 3xy = x2 − xy + y2 �si

x+ y = 1. Rezolv¥nd sistemul format din aceste dou« ecuat�ii se constat« c« valoa-

rea
1

12
se atinge pentru {x, y} =

{
3−
√
3

6
,
3 +
√
3

6

}
.

Remarc«. (Mihai Miculit�a)

Ca la solut�ia 2 de mai sus se poate ar«ta c« max
x+y=1

xy3 + x3y =
1

8
.

�Intr-adev«r, xy(x2 + y2) =
1

2
· 2xy(x2 + y2) ≤ (2xy + x2 + y2)2

8
=

1

8
, cu egalitate

dac« x+ y = 1 �si 2xy = x2 + y2, deci pentru x = y =
1

2
.

1


