Problema saptamaéanii 33.

Ar#tati cd pentru orice numere reale pozitive x,y, z au loc inegalitatile:
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DEMONSTRATII ALE INEGALITATII (1)

Solutia 1: (Viad Vergelea, Razvan Puscasu, Marian Daniel Vasile, Paul Becsi)

+ . e .. .
Deoarece — — Ay + ) - = si incd doua relatii similare, relatia (1)
y yly+tz) yt+z y+=z
revine la
T Y z T Y z

+ + > + + (3).

y+z z+zr zT+y z4+xr T+Y Y+z

Am primit mai multe demonstratii pentru inegalitatea (3):

e Eliminand numitorii, (3) devine z3 + y3 + 2% > xy® + y2? + 222, care rezulta
fie din inegalitatea rearanjamentelor (tripletele (x,vy,2) si (22, y2, 2%) sunt la fel
ordonate), fie din inegalitatea mediilor: avem 23 +y3 +y* > 3xy? si analoagele care
adunate conduc la inegalitatea dorita.

e Inegalitatea (3) rezulta i ea direct din inegalitatea rearanjamentelor: tripletele
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y+z z+x x+y
e Adunand

> sunt la fel ordonate.

z x Y

+ in ambii membri ai inegalitatii (3), ea devine
z+x x+y y+=z

T+
y+y+z+z—|—x >3
y+z z4+zr x+y

care rezulta imediat din inegalitatea mediilor.

La inegalitatea de mai sus se ajunge si direct, scriind

Z@+w)_Ky+@—mw+x):y+x_y+x:1+§_x+y$amb%wa

yy+2) y(y +2) y ooyt y y+z
Solutia 2: (Andrei Pantea, Vlad Vergelea)
Notam a = z, b= g, c=2 si inegalitatea (1) devine

y 2 x

b >a+1 b+1 c+1
a C
“b+1 c+1 a+1’
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unde a, b, ¢ > 0 satisfac abc = 1.
Va prezentam doud demonstratii ale acestei inegalitati:

e Eliminand numitorii, ajungem la ab + b*c + c*a > a + b+ c. Inegalitatea rezulti
din b + a®b + c?a > 3v/a%h?c? = 3a adunati cu analoagele ei.
1 b+1 1 b—1 bc—1 —1

ooz—i—b—i—czaJr + + +c+ <:>a + ¢ +ca > 0. Adunam 3 in
b+1 c+1 a+1 b+1 c+1 a+1

bla+1) c¢b+1) alc+1)

+ +
b+1 c+1 a+1

ambii membri gi obtinem > 3, care rezultad imediat

din inegalitatea mediilor.
DEMONSTRATII ALE INEGALITATII (2)

Solutia 1: (Viad Vergelea, Razvan Puscasu, Marian Daniel Vasile)
Scriem inegalitatea (2) sub forma

s(r—y) yly—=z)  z2(z-—2x)
yetz) 2wty w(y+z)

Eliminadnd numitorii se ajunge la

vlyz +ytzr 4+ oy + 2%yttt + 2 > 2Py oyt ea? + Bay? 4 32y (5).
Putem demonstra inegalitatea de mai sus cu inegalitatea mediilor, de exemplu prin
urmatoarele doud moduri:

o rlyz + zytz + 2yt > 3229?22, deci este suficient si demonstram ci Z 22yt >

cicl

1 4 1
Z xy?2>. Acest lucru rezulta din adunarea relatiei G x2y4+6 y224+6 222t > w3

cicl

(inegalitatea ponderata a mediilor) cu analoagele.

Zx4y622 . (Z xy2z3)2
Alternativ, Zm2y4 > cdd s ad > Z:cy2z3 din inegalitatea

$2y222 - 3I2y222

cicl cicl

mediilor.

e Scriem inegalitatea zyz + xtyz + xyz* > 323y2? si analoagele ei, apoi folosim ca
22yt + P2t + 22t > 30?2

e Cu alte cuvinte, inegalitatea (5) este de forma Sy + Sy > S5 + 5, unde, se vede
din cele doui solutii de mai sus, min{Sy, So} > max{Ss, S, }.

e Altd demonstratie pentru (4):

Adundm 3 in ambii membri si (4) devine

2 +yz y* + 2z 22+ 1y

y(z+x)+z(:c+y)+x(y+z) = 3

Este suficient sa demonstram ca media geometrica a celor trei numere din membrul
stang este cel putin 1, adica este suficient ca

(2 +y2)(y? + 2z0)(2* +2y) > wyz(z +y)(y + 2)(z + 2)
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care rezultd din inmultirea inegalitatii (v* + y2)(y? + zx) > xy(x + 2)(y + 2) cu
analoagele ei. (Ultima inegalitate revine la 2(z — y)*(z +y) > 0.)

Solutia 2: (Andrei Pantea, Vlad Vergelea)
T,y
vz

Notam a = ,C= il si inegalitatea (2) devine
x
bc+1 ca+1 ab+1

b >
arbtez b+ 1 + c+1 + a+1"’

unde a, b, ¢ > 0 satisfac abc = 1.

Calculele reduc aceastd inegalitate la a® +b* +c® +a?b+b*c+c*a > a+b+c+ 3.

e Finalizarea 1: Dar a® + b + ¢® > Vabc(a+b+c) = a+ b+ c (din inegalitatea lui
4 1 1

Muirhead avem [2,0,0] > {g L3 5] ), iar a®b + b?c + c*a > 3abc = 3.

e Finalizarea 2: Avem a® 4 b® + ¢ > 3va2b2c2 = 3 si a®b + b’c+c2a>a+b+c

(demonstratd la Solutia 2 de la inegalitatea (1)).

e Cu alte cuvinte, inegalitatea (4) este de forma S; + Sy > S5 + S, unde, se vede

din cele doud solutii de mai sus, min{Sy, So} > max{S;, S4}.

COMENTARII FINALE

Inegalitatea (2) este mai slabd decat (1):

2y+z)  z(z+y)  yl@+z)
yyt2) Aot  a@ty)

v(y+z)  ylz+z) z2z+y)
2yt zaty) zyte)

Intr-adevar,
Z (z(y + ) B z(z + y)> B Zz(x2 ) B 42?2 +yta? + 2Ay? — 30?222
yly+z) z(y+2) ry(y + 2) ryz(z +y)(y + 2)(2 + )

(ultima identitate se aratd prin calcul).

>0

Inegalitatea (2) este echivalentd cu urmatoarea inegalitate (Belarus 1997 si India
2012):
a b c_b+c c+a a+b
—t+-+-2
b ¢ a c+a a+b b+c
1

A 1 1
Intr-adevar, cu substitutia x = —, y = 5 = (2) devine (6).
a c

(6).



