
Problema s«pt«m¥nii 33.

Ar«tat�i c« pentru orice numere reale pozitive x, y, z au loc inegalit«t�ile:
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DEMONSTRAT�II ALE INEGALIT�T�II (1)

Solut�ia 1: (Vlad Vergelea, R«zvan Pu�sca�su, Marian Daniel Vasile, Paul Becsi)

Deoarece
x

y
− z(y + x)

y(y + z)
=

x

y + z
− z

y + z
�si ��nc« dou« relat�ii similare, relat�ia (1)

revine la
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(3).

Am primit mai multe demonstrat�ii pentru inegalitatea (3):
• Elimin¥nd numitorii, (3) devine x3 + y3 + z3 ≥ xy2 + yz2 + zx2, care rezult«
fie din inegalitatea rearanjamentelor (tripletele (x, y, z) �si (x2, y2, z2) sunt la fel
ordonate), fie din inegalitatea mediilor: avem x3+y3+y3 ≥ 3xy2 �si analoagele care
adunate conduc la inegalitatea dorit«.

• Inegalitatea (3) rezult« �si ea direct din inegalitatea rearanjamentelor: tripletele

(x, y, z) �si

(
1

y + z
,

1

z + x
,

1

x+ y

)
sunt la fel ordonate.

• Adun¥nd z

z + x
+

x
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+

y

y + z
��n ambii membri ai inegalit«t�ii (3), ea devine
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y + z
+

y + z

z + x
+

z + x

x+ y
≥ 3

care rezult« imediat din inegalitatea mediilor.

La inegalitatea de mai sus se ajunge �si direct, scriind

z(y + x)

y(y + z)
=

[(y + z)− y](y + x)

y(y + z)
=

y + x

y
− y + x

y + z
= 1 +

x

y
− x+ y

y + z
�si analoagele.

Solut�ia 2: (Andrei Pantea, Vlad Vergelea)

Not«m a =
x

y
, b =

y

z
, c =

z

x
�si inegalitatea (1) devine

a+ b+ c ≥ a+ 1

b+ 1
+

b+ 1

c+ 1
+

c+ 1

a+ 1
,
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unde a, b, c > 0 satisfac abc = 1.
V« prezent«m dou« demonstrat�ii ale acestei inegalit«t�i:
• Elimin¥nd numitorii, ajungem la a2b+ b2c+ c2a ≥ a+ b+ c. Inegalitatea rezult«

din a2b+ a2b+ c2a ≥ 3
3
√
a5b2c2 = 3a adunat« cu analoagele ei.

• a+ b+ c ≥ a+ 1

b+ 1
+

b+ 1

c+ 1
+

c+ 1

a+ 1
⇔ ab− 1

b+ 1
+

bc− 1

c+ 1
+

ca− 1

a+ 1
≥ 0. Adun«m 3 ��n

ambii membri �si obt�inem
b(a+ 1)

b+ 1
+

c(b+ 1)

c+ 1
+

a(c+ 1)

a+ 1
≥ 3, care rezult« imediat

din inegalitatea mediilor.

DEMONSTRAT�II ALE INEGALIT�T�II (2)

Solut�ia 1: (Vlad Vergelea, R«zvan Pu�sca�su, Marian Daniel Vasile)
Scriem inegalitatea (2) sub forma

x(x− y)

y(z + x)
+

y(y − z)

z(x+ y)
+

z(z − x)

x(y + z)
≥ 0 (4).

Elimin¥nd numitorii se ajunge la

x4yz+ y4zx+ z4xy+x2y4+ y2z4+ z4x2 ≥ x3yz2+ y3zx2+ z3xy2+3x2y2z2 (5).

Putem demonstra inegalitatea de mai sus cu inegalitatea mediilor, de exemplu prin
urm«toarele dou« moduri:

• x4yz + xy4z + xyz4 ≥ 3x2y2z2, deci este suficient s« demonstr«m c«
∑
cicl

x2y4 ≥∑
cicl

xy2z3. Acest lucru rezult« din adunarea relat�iei
1

6
x2y4+

4

6
y2z4+

1

6
z2x4 ≥ xy2z3

(inegalitatea ponderat« a mediilor) cu analoagele.

Alternativ,
∑
cicl

x2y4 ≥

∑
cicl

x4y6z2

x2y2z2
CBS

≥

(∑
cicl

xy2z3
)2

3x2y2z2
≥
∑
cicl

xy2z3 din inegalitatea

mediilor.
• Scriem inegalitatea x4yz+x4yz+xyz4 ≥ 3x3yz2 �si analoagele ei, apoi folosim c«
x2y4 + y2z4 + z2x4 ≥ 3x2y2z2.
• Cu alte cuvinte, inegalitatea (5) este de forma S1 + S2 ≥ S3 + S4 unde, se vede
din cele dou« solut�ii de mai sus, min{S1, S2} ≥ max{S3, S4}.
• Alt« demonstrat�ie pentru (4):
Adun«m 3 ��n ambii membri �si (4) devine

x2 + yz

y(z + x)
+

y2 + zx

z(x+ y)
+

z2 + xy

x(y + z)
≥ 3.

Este suficient s« demonstr«m c« media geometric« a celor trei numere din membrul
st¥ng este cel put�in 1, adic« este suficient ca

(x2 + yz)(y2 + zx)(z2 + xy) ≥ xyz(x+ y)(y + z)(z + x)
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care rezult« din ��nmult�irea inegalit«t�ii (x2 + yz)(y2 + zx) ≥ xy(x + z)(y + z) cu
analoagele ei. (Ultima inegalitate revine la z(x− y)2(x+ y) ≥ 0.)

Solut�ia 2: (Andrei Pantea, Vlad Vergelea)

Not«m a =
x

y
, b =

y

z
, c =

z

x
�si inegalitatea (2) devine

a+ b+ c ≥ bc+ 1

b+ 1
+

ca+ 1

c+ 1
+

ab+ 1

a+ 1
,

unde a, b, c > 0 satisfac abc = 1.
Calculele reduc aceast« inegalitate la a2 + b2 + c2 + a2b+ b2c+ c2a ≥ a+ b+ c+3.
• Finalizarea 1: Dar a2 + b2 + c2 ≥ 3

√
abc(a+ b+ c) = a+ b+ c (din inegalitatea lui

Muirhead avem [2, 0, 0] ≥
[
4

3
,
1

3
,
1

3

]
), iar a2b+ b2c+ c2a ≥ 3abc = 3.

• Finalizarea 2: Avem a2 + b2 + c2 ≥ 3
3
√
a2b2c2 = 3 �si a2b + b2c + c2a ≥ a + b + c

(demonstrat« la Solut�ia 2 de la inegalitatea (1)).
• Cu alte cuvinte, inegalitatea (4) este de forma S1 + S2 ≥ S3 + S4 unde, se vede
din cele dou« solut�ii de mai sus, min{S1, S2} ≥ max{S3, S4}.

COMENTARII FINALE

Inegalitatea (2) este mai slab« dec¥t (1):

z(y + x)

y(y + z)
+

x(z + y)

z(z + x)
+

y(x+ z)

x(x+ y)
≥ x(y + z)

y(z + x)
+

y(z + x)

z(x+ y)
+

z(x+ y)

x(y + z)
.

�Intr-adev«r,∑(
z(y + x)

y(y + z)
− z(x+ y)

x(y + z)

)
=
∑z(x2 − y2)

xy(y + z)
=

x4z2 + y4x2 + z4y2 − 3x2y2z2

xyz(x+ y)(y + z)(z + x)
≥ 0

(ultima identitate se arat« prin calcul).

Inegalitatea (2) este echivalent« cu urm«toarea inegalitate (Belarus 1997 �si India
2012):

a

b
+

b

c
+

c

a
≥ b+ c

c+ a
+

c+ a

a+ b
+

a+ b

b+ c
(6).

�Intr-adev«r, cu substitut�ia x =
1

a
, y =

1

b
, z =

1

c
, (2) devine (6).
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