Problema saptamaéanii 31.

Spunem despre doud numere naturale a si b ca sunt infrdtite daca a divide 0> +b+1
si b divide a® + a + 1. (Astfel, de exemplu, numerele 1 si 1 sunt infratite la fel cum
sunt gi 1 cu 3.) Aratati ca exista o pereche de numere infratite formata din numere
mai mari ca 1000.

Problem of the week no. 31 (English):

Let us say that positive integers a and b are related if b*>+b+1 is a multiple of a and
also a® + a + 1 is a multiple of b. (Thus, for example 1 and 1 are related, as are 1
and 3.) Show that there exists a pair of related integers both of which exceed 1000.

For the English solution, see here:
https://www.math.wisc.edu/talent /sites/default /files/T08-5a_1.pdf

Solutie:

Pornim de la o pereche (a,b) de numere infragite cu a < b si construim o pereche
(b, ¢) de numere infratite, cu b < ¢. Repetand acest procedeu, pornind mereu de la
ultima pereche gésita, vom gési un sir infinit de perechi de numere infratite.’ (Este
evident ca obtinem mereu perechi noi, care nu au mai fost considerate anterior.)
Deoarece cel mai mic numar din pereche cregte mereu cu cel putin 1, vom ajunge
la perechi de numere infratite mai mari ca 1000.

Initial pornim de la o pereche cunoscuta de numere infratite, de exemplu de la
(a,b) = (1,1).

Sa remarcam ca orice doua numere infratite sunt relativ prime. Daca a si b sunt
infratite si d | a, d | b, atunci d | o> + b+ 1si d | b, deci d | 1.

V+b+1 v?
Daca a < b, alegem ¢ = — € N. Avem ¢ > — > b. Aratam ca b
a a
si ¢ sunt infragite. Evident, din ac = b* + b+ 1 se vede c& ¢ | b* + b + 1, deci
mai rdmane si aratam ca b | ¢ + ¢ + 1. Cum (a,b) = 1, pentru a arita ca

b divide ¢ + ¢ + 1 este suficient s ardtam ca b divide a*(¢* + ¢ + 1). Dar
a2(+c+1) = (@)’ +a-ac+a®> = B> +b+ 1) +al®>+b+1)+ad> =
b 4203+ 36>+ 20+ 1 +ab* +ab+a+a* = My+(1+a+a?) = M,, de unde concluzia.

Remarca: Pornind de la perechea (1,1) de numere infratite, obtinem prin pro-
cedeul de mai sus, succesiv, perechile de numere infratite: (1,3), (3,13), (13,61),
(61,291), (291,1393) si (1393,6673) - ultima fiind o pereche de numere infratite
mai mari ca 1000. Sigur, o solutie corecta si mult mai scurta a problemei ar fi
putut fi:

,,Observam” ca numerele 1393 si 6673 sunt numere infratite mai mari ca 1000.

! Seamana cu tehnica de la Vieta jumping.



Alte idei, desprinse din rezolvarile trimise de Razvan Puscasu si Dan Dumitrescu

1. Observdm cd a | b*+b+1si b | a®+a+1 dacd i numai dacd ab | a®>+b*+a+b+1.
Intr-adevér, daci a | B2 +b+1sib | a®+a+1, atunci ab | (> +a+ 1) (B2 +b+1),
adicd ab | ablab+a+b+ 1)+ (a* +b* +a+b+1), deci ab | a* +b* +a+b+ 1.
Reciproc, dac ab | a®> +b*+a+b+1, atunci a | a® +b*+a+b+1, decia | b* +b+1
si analog b | a® + a + 1.

2. Cautam asgadar perechi (a,b) pentru care exista m € N astfel incat abm =
a?+b*>+a+b+1. Vom arata ca exista o infinitate de asemenea perechi cu m = 5.
Daca (a,b) si (b,c) sunt doua perechi care verifica relatia de mai sus cu m = 5,
atunci bab = a? + > +a+b+1si dbbc = b2 +c® + b+ c+ 1. Scazand aceste
relatii gi impartind cu a — ¢ (vrem ca {a,b} # {b,c}), obtinem ca 50 = a + ¢ + 1.
Avem si reciproc: daca 5ab = a® +b* +a + b+ 1 si alegem ¢ = 5b — a — 1, atunci
5bc =b*+c*+b+c+ 1.

In concluzie, este suficient sa pornim de la o pereche (a,b) de numere infratite si
ne putem construi o alta pereche, (b,c), unde ¢ =5b —a — 1.

Sa mai observam ca daca a < b, atuncib<c: c—b=4b—a—1=(b—a)+ (b—
1) +2b > 0. Asadar, fiecare pereche ,,produsd” contine numere mai mari decat
perechea precedenta, deci perechile obtinute nu se repeta.

Vedem din cele de mai sus ca un numar b poate fi infratit cu cel mult doua numere:
daca b este infratit cu a si ¢, atunci a + ¢ = 5b — 1. Atunci, fie ca de la o pereche
{a,b} de numere infratite, cu a < b, construim perechea (b,c¢) cu b < ¢ punand

) V+b+1 o : y
¢ = 5b — a — 1 sau punand ¢ = — , trebuie sa obtinem acelasi numar c.
a

Altfel spus, daca definim sirul (a,)n>1, a1 = a2 = 1, apt2 = daypi1—a,—1, Vn € N¥,
sirul este strict crescator gi, din cele de mai sus, se vede ca perechile (a,, G,11)
sunt formate din numere infratite pentru orice n € N*.

Se poate stabili o formula pentru (a,,), si anume

%:a<5ifﬁ>+ﬂ<5ifﬁ>+%,

unde « si § se afla din conditia a; = as = 1.

Perechile de mai sus sunt de fapt singurele perechi de numere infratite.
Demonstratie: (dupa ideea lui Viad Vergelea)

Presupunand ca ar exista si alte perechi, {z,y}, de numere infragite, alegem una
care nu este formata din doi termeni consecutivi ai girului de mai sus si care are
suma z-+y minima. Evident £ = y nu se poate (singura pereche de numere infratite
egale, (1,1), e formata din termeni consecutivi ai girului), deci putem presupune

v +y+1
T

x >y. Fie z = . Stim ca 2z € N* gi, evident, z divide 3% +y + 1. Aratam



cay divide 224241, cA y+2z < x+y si cd {y, 2} nu sunt de forma {a,, a,,1}. Cum
T i y trebuie si fie relativ prime, este suficient s& aratdm ca y divide 2?(2242+1) =
(z2)? 4z 2242 = (P +y+1)?+a(y? +y+1)+2? = Ny+ (2?2 +x+ 1), ceea ce
rezulta din faptul cd x si y sunt infratite. Apoi z < z & 20 < 22 & > +y+1 < 22,
lucru care rezultd din y +1 < z (avem 42 +y +1 < 2 + 2y + 1 < z2). In fine,
dacad (z,y) = (an,an41), atunci, am vazut mai sus, (y,z) = (api1,ani2), ceea
ce contrazice faptul ca perechea {y, z} n-ar fi formata din termeni consecutivi ai
sirului.

O generalizare interesanta este studiata in acest articol:
http://projecteuclid.org/download /pdf_1/euclid.pjm /1103051516

Titu Zvonaru se semnaleazi ca problema a aparut si in Crux Mathematicorum?
(nr. 7/2004) si in revista KoMaL. Eu am preluat-o de pe site-ul unui concurs din
Wisconsin (SUA), site la care trimit gi cu solutia in limba engleza.

2W. W. Chao, Problem 2981, Crux Mathematicorum, 30 (2004), p. 430.
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