Problema saptamaéanii 29.

Sa se afle maximul expresiei

xy
x4+ D(y+D)(x+y+1)

cand z,y € (0, 00).

Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti, Gazeta Matematica
nr. 10/2016, problema 27279.

Solutia 1: (a autorilor)
Solutia autorilor este una extrem de ingenioasa, dar destul de greu de gasit:

Fie ¢ radicina pozitiva a ecuatiei t> —t — 1 = 0, adica numdrul de aur.
Vom demonstra ca

Ty < 1
(x+Dy+D)(z+y+1) = 50+3’

(*)

cu egalitate daca x = y = ¢, ceea ce arata ca maximul cautat este

56+ 3
Deoarece ¢ — ¢ — 1 = 0, avem

(z+D(y+D(z+y+1)— (5o +3)vy = 2y +ay® + 22 +9° + 20+ 2y + 1 —5pry =

dlr= 07 +ate— 0P+ 5o lo-pP+ (1-5) w02+ (1-5) -2 20

de unde concluzia.

Solutia 2:
Sa observam mai Intai ca

Ty o ry —
(z+Dy+D+y+1) (oy+azt+y+)(z+y+1)
(zy+z4+y+1)—(z+y+1) 1 1

(ry+z+y+D)@+y+1)  a+y+l l+aty+ay
De aici se vede ca daca fixam suma x + y = s, atunci valoarea maxima se atinge
atunci cand produsul xy este maxim, adica pentru x = y. Putem agadar cauta in

x? 1 1
(x+1)222+1) 22+1 (z+1)?2

continuare maximul expresiei E(x) =

cand = > 0.



Cautam un t > 0 astfel ca E(z) < E(t), V& > 0. Avem

1 1 1 1 1 1
Ba) < B0 < o "G Sl GriE T owdl %yl s
11 o 2(t — x) (t—z)t+x+2)
(x+1)2 (t+1)2  2r+1)2t+1) = (z+1)%(t+1)?
t+x+2 2
(t —x) ((x+1>2(t+1)2 — (2t+1)(2x+1)) >0 (t—2)(2t+ 1)z + 1)+

r4+2) =2 +1)2(x+1)?) >0 (t—z)(— 2227 + (Ut + 1Dz +1t) >0 (xx).

Aceasta relatie trebuie sa aiba loc pentru orice x > 0.
Pentru ca expresia sa nu-gi schimbe semnul in punctul z = ¢, trebuie ca t sa fie
radacina a ecuatiei de gradul 11

—2t%2% + (4t + )z +t =0

(privita ca ecuatie in variabila x), adica trebuie ca —2t*44t? +2t = 0. Cum ¢ > 0,
ecuatiarevine lat* =2t —1=0&t*—t—t—1=0&t{t—1)(t+1)—(t+1) =
0 (t+1)(t*—t—1)=0. Cum ¢ > 0, deducem c& ¢ este raddcina pozitiva a
ecuatiei t? —t — 1 = 0.

In acest caz, relatia (+*) revine la (t — ) (— 26222 + 2632 + (—23 + 4t + D)o + (2t* —
A2 —t)+ (2" +4t° +2t) ) > 0 & (t—2)*(—2t20 — 2 +4t +1) <0,V > 0, ceea

=0

ce este adevirat pentru cd —2t3 + 4t +1 <0 (Avem t? =t + 1 = 213 = 2t - t? =
2t +1) =22 +2t =2(t+ 1)+ 2t =4t +2 > 4t + 1.)

Remarca: (Paul Becsi, Andrei Pantea)

LY
(x+1D)y+1)(x+y+1)
cand z = y rezulta din inegalitatea

Faptul ca expresia A(z,y) = 1si atinge maximul atunci

r+y x+y
A(x,y)§A< 5 g )
Efectuand calculele, aceastd inegalitate se rescrie echivalent 2%y + zy? + 2zy <
3 4+ 3 + 22 + 2, adicad (z — y)*(z +y + 1) > 0. Ultima inegalitate este evident
adevarata si este satisfacuta cu egal daca si numai daca x = y.
Viad Vergelea ajunge la aceeasi concluzie demonstrand ca A(x,y) < A(\/:L‘_, VY ):
avem = +y + 1 > 2,/7y + 1 si, din CBS, (1 +z)(1 +y) > (1 + /zy)*. Concluzia

(anume ca maximul se atinge daca x = y) rezulta imediat.

Solutia 3: (Cristina Vacarescu) (depaseste programa de juniori)
Aplicim inegalitatea ponderata a mediilor (cu ponderi reale, pozitive). Avem,
pentru orice a > 0, ca:



1 1\ @ 1/(14a) 1
x+1:1~x+a'—2(1+a)'(x-<—> , cu egalitate daca x = — |
a a a
1/(14a)
1 1@ : , L.
y+l=1-y+a-—>(1+a)- y-<—> , cu egalitate daca y = — si
a a a
1 1\ @ 1/(2+a)
x+y+1:1~x+1-y—|—a~—2(2+a)~(my'<—>) , cu egalitate deca
a a
1
r=y=—.
a

inmulgind aceste inegalitati, obtinem ca

1
@+ D+ D +y+1) > (1 +a@+a)ay)’ - 5,
1 1
de b = .
e 1+a+2+a

Cautam a > 0 pentru care b = 1 (fractia din enunt are numaratorul xy).

1 -1 5
+ :1<:>a2+a—1:0,decia:i.Deaicisevede
1+a 2+a 2

1 Vh+1

ca maximul expresiei din enunt, se realizeaza pentru x =y = — =

a 2
5v5 — 11
—

Avem ca

. Acest

maxim se calculeaza si se obtine a fi

Comentariu: Am primit mai multe solutii care, dupa ce arata cd maximul se
atinge in puncte in care x = y, determind maximul functiei £ : (0,00) — R,
2
x

E(r) =

(1+x)%2(1+ 2x)
cele de mai sus, nu voi prezenta aceste demonstratii.

cu ajutorul derivatelor. Desi corecte si mai scurte decat




